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Ðåãóëÿðíûå ôóíêöèè è îòîáðàæåíèÿ

Âåðí¼ìñÿ ê àëãåáðàè÷åñêèì ïîäìíîæåñòâàì ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïîäìíîæåñòâî X ⊂ Pn àëãåáðàè÷íî ⇐⇒ âñå ïåðåñå÷åíèÿ X ∩ Ui
àëãåáðàè÷íû â An.

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒. ÅñëèX åñòü ìíîæåñòâî íóëåé îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ Fα(x0, . . . , xn),
òî ïî ïðåäëîæåíèþ 13.1 ïðîøëîé ëåêöèèX∩U0 � ìíîæåñòâî íóëåé ìíîãî÷ëåíîâ fα(x1, . . . , xn) =
Fα(1, x1, . . . , xn).
⇐. Ïóñòü òåïåðü äëÿ ìíîæåñòâà X ⊂ Pn âñå ïåðåñå÷åíèÿ X ∩ Ui àëãåáðàè÷íû. Òîãäà

X =
⋂
i

(
X ∩ Ui ∪ (Pn \ Ui)

)
è ïîýòîìó X àëãåáðàè÷íî êàê ïåðåñå÷åíèå àëãåáðàè÷íûõ.

Îäíî èç ìíîãèõ ïðåèìóùåñòâ ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà ïåðåä àôôèííûì � îíî ñî-
äåðæèò âñå íóæíûå ïåðåñå÷åíèÿ. Íàïðèìåð, íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ëþáûå äâå ïðÿìûå
ïåðåñåêàþòñÿ, à íà àôôèííîé � íåò.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïðîåêòèâíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà P(V ) íà-
çûâàåòñÿ åãî ïîäìíîæåñòâî âèäà P(U), ãäå U ⊂ V � âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Àëãåáðà-
è÷åñêè ïðîåêòèâíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Pn çàäà¼òñÿ íåñêîëüêèìè ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè.

Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè X, Y ⊂ Pnk � ïðîåêòèâíûå ïîäïðîñòðàíñòâà è dimX+dimY > n,
òî X ∩ Y � ïðîåêòèâíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè > dimX + dimY − n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëèíåéíàÿ àëãåáðà.

Âåðåí è áîëåå îáùèé ôàêò, êîòîðûé ìû äîêàçûâàòü íå áóäåì:

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Åñëè X, Y ⊂ Pnk � àëãåáðàè÷å-

ñêèå ïîäìíîæåñòâà è dimX + dimY > n, òî X ∩ Y íåïóñòî.

Êàê ìû âèäåëè, ïðîåêòèâíûå àëãåáðàè÷åñêèå ìíîæåñòâà ïîêðûâàþòñÿ àôôèííûìè.
Ýòî äîëæíî íàïîìèíàòü òî, êàê ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ ñêëåèâàþòñÿ èç n-ìåðíûõ äèñêîâ.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ãðàìîòíî ãîâîðèòü î ïîäîáíûõ âåùàõ, íóæíî ââåñòè íà àëãåáðàè÷åñêèõ
ìíîæåñòâàõ òîïîëîãèþ è îïðåäåëèòü êëàññ õîðîøèõ ôóíêöèé, ñëóæàùèõ ôóíêöèÿìè ïå-
ðåõîäà ìåæäó êîîðäèíàòàìè íà ðàçíûõ êóñêàõ. Íàïîìíèì

Îïðåäåëåíèå 5. Òîïîëîãèÿ íà ìíîæåñòâå X � ýòî ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ X, êîòîðûå
íàçûâàþò îòêðûòûìè, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû ñâîéñòâà:

1. ∅ è X îòêðûòû;

2. A,B îòêðûòû ⇒ A ∩B îòêðûòî;

3. âñå ìíîæåñòâà èç ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà At, t ∈ T îòêðûòû ⇒ ∪t∈TAt îòêðûòî.

Äîïîëíåíèå äî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì. Îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x ∈
X íàçûâàåòñÿ ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå x.
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Òîïîëîãèþ ìîæíî çàäàâàòü, ôèêñèðóÿ êëàññ çàìêíóòûõ, à íå îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Îí
äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü äâîéñòâåííûì ñâîéñòâàì:

1. ∅ è X çàìêíóòû;

2. A,B çàìêíóòû ⇒ A ∪B çàìêíóòî;

3. âñå ìíîæåñòâà èç ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà At, t ∈ T çàìêíóòû ⇒ ∩t∈TAt çàìêíóòî.

Ââåä¼ì íà àëãåáðàè÷åñêîì ïîäìíîæåñòâå V àôôèííîãî èëè ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà òîïîëîãèþ Çàðèññêîãî � íàçîâ¼ì çàìêíóòûìè ïîäìíîæåñòâàìè V âñåâîçìîæíûå
àëãåáðàè÷åñêèå ïîäìíîæåñòâà V , à îòêðûòûìè � èõ äîïîëíåíèÿ äî V . Èç ëåììû ñ ïðî-
øëîé ëåêöèè (ñ áåñêîíå÷íûìè ïåðåñå÷åíèÿìè) ñëåäóåò, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî òîïîëîãèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ó àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäìíîæåñòâà â ïðîåêòèâíîì
ïðîñòðàíñòâå åñòü ïîêðûòèå èç îòêðûòûõ àôôèííûõ ïîäìíîæåñòâ. Òàêæå ìîæíî ñêà-
çàòü, ÷òî ó ëþáîé òî÷êè àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäìíîæåñòâà â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå åñòü
àôôèííàÿ îêðåñòíîñòü.

Áàçèñ òîïîëîãèè Çàðèññêîãî íà X ⊂ An îáðàçóþò ìíîæåñòâà Xf{x ∈ X | f(x) 6=
0}, f ∈ k[x1, . . . , xn] (òàêæå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå D(f)). Ïî îïðåäåëåíèþ áàçèñà òî-
ïîëîãèè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîå îòêðûòîå U ⊂ X åñòü îáúåäèíåíèå íåêîòîðîãî ÷èñëà
òàêèõ ìíîæåñòâ. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî U ⊂ X åñòü äîïîëíåíèå
äî ìíîæåñòâà íóëåé íåêîòîðîãî íàáîðà ìíîãî÷ëåíîâ fα. Òîãäà U = ∪Xfα .

Ïðèìåð 6. Çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà àôôèííîé ïðÿìîé � ýòî êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà
èëè âñÿ ïðÿìàÿ. Ñîîòâåòñòâåííî, îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà � ýòî ïóñòîå èëè âñÿ ïðÿìàÿ,
êðîìå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê. Îêðåñòíîñòü òî÷êè P ∈ A1 � ýòî ìíîæåñòâî, ïîëó÷åí-
íîå óäàëåíèåì èç An êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, îòëè÷íûõ îò P .

Ïðèìåð 7. Çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà àôôèííîé ïëîñêîñòè � ýòî êîíå÷íûå îáúåäèíå-
íèÿ íåïðèâîäèìûõ êðèâûõ è òî÷åê. Ñîîòâåòñòâåííî, îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà ïîëó÷àþòñÿ
óäàëåíèåì ñ ïëîñêîñòè êîíå÷íîãî ÷èñëà êðèâûõ è òî÷åê. Ëþáàÿ òî÷êà â îòêðûòîì ïîäìíî-
æåñòâå èìååò â í¼ì îêðåñòíîñòü, ïîëó÷åííóþ óäàëåíèåì ñ ïëîñêîñòè îäíîé íåïðèâîäèìîé
êðèâîé.

Òåïåðü îïðåäåëèì ðåãóëÿðíûå ôóíêöèè è îòîáðàæåíèÿ. Íà÷í¼ì ñ àôôèííûõ ïîäìíî-
æåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 8. Ôóíêöèÿ F : X → k íà àëãåáðàè÷åñêîì ïîäìíîæåñòâå X ⊂ An
k íàçûâà-

åòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè íàéä¼òñÿ ìíîãî÷ëåí f ∈ k[x1, . . . , xn] òàêîé, ÷òî F = f |X .

Îïðåäåëåíèå 9. Îòîáðàæåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ X → Y , ãäå X ⊂ An
k , Y ⊂

Am
k íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè èìååò âèä φ(x) = (φ1(x), . . . , φm(x)), ãäå φi � ðåãóëÿðíûå

ôóíêöèè íà X.

Õîðîøèå ôóíêöèè, êàê è â ñëó÷àå ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî, íå âñåãäà
îïðåäåëåíû âñþäó.

Îïðåäåëåíèå 10. Ôóíêöèÿ F : U → k íà îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå àëãåáðàè÷åñêîãî ïîä-
ìíîæåñòâà U ⊂ X ⊂ An

k íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ U íàéä¼òñÿ
òàêàÿ îêðåñòíîñòü x ∈ V ⊂ U è íàéäóòñÿ òàêèå ìíîãî÷ëåíû f, g ∈ k[x1, . . . , xn], ÷òî g íå
îáðàùàåòñÿ â íîëü íà V è F |V = f

g
|V .
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Îïðåäåëåíèå 11. Ïóñòü X ⊂ An
k , Y ⊂ Am

k � àëãåáðàè÷åñêèå ïîäìíîæåñòâà, à U ⊂ X
è V ⊂ Y � îòêðûòûå ïî Çàðèññêîìó ïîäìíîæåñòâà. Îòîáðàæåíèå U → V íàçûâàåòñÿ
ðåãóëÿðíûì, åñëè èìååò âèä φ(x) = (φ1(x), . . . , φm(x)), ãäå φi � ðåãóëÿðíûå ôóíêöèè íà U .

Îïðåäåëåíèå 12. Àëãåáðàè÷åñêèå ïîäìíîæåñòâà (èëè èõ îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà) íàçû-
âàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ìåæäó íèìè ñóùåñòâóþò âçàèìíî îáðàòíûå ðåãóëÿðíûå îòîá-
ðàæåíèÿ.

Ïðèìåð 13. Ðåãóëÿðíûå ôóíêöèè íà A1 \ {a1, . . . , an} � ýòî ôóíêöèè âèäà f(x)/g(x), ãäå
f, g ∈ k[x] è âñå êîðíè g ëåæàò â ìíîæåñòâå {a1, . . . , an}.

Çàìå÷àíèå 14. Äëÿ àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäìíîæåñòâà â An ó íàñ åñòü äâà îïðåäåëåíèÿ
ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè, òàê êàê ïîäíîæåñòâî îòêðûòî â ñåáå ñàìîì. Âîîáùå ãîâîðÿ, îíè
íå ðàâíîñèëüíû: ðàññìîòðèòå ôóíêöèþ 1

x2+1
íà A1

R. Îäíàêî, êàê ìû ïîçæå óâèäèì, äëÿ
àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ ýòè îïðåäåëåíèÿ ðàâíîñèëüíû: ôóíêöèÿ, ëîêàëüíî ïðåä-
ñòàâèìàÿ êàê îòíîøåíèå ìíîãî÷ëåíîâ, çàäà¼òñÿ ãëîáàëüíî êàê ìíîãî÷ëåí.

Ïðèìåð 15. Ôóíêöèè ïåðåõîäà ìåæäó ðàçíûìè êîîðäèíàòàìè íà êàðòàõ ïðîåêòèâíîãî
ïðîñòðàíñòâà

φj ◦ φ−1i : φi(Ui ∩ Uj)→ φj(Ui ∩ Uj)

� ðåãóëÿðíûå èçîìîðôèçìû ìåæäó îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè â An. Ò.å., ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî ñêëååíî èç àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèé.

Ïðèìåð 16. Ïóñòü X � ïëîñêàÿ êðèâàÿ x2 + y2 − 1 = 0. Ëþáîå ðåãóëÿðíîå îòîáðàæåíèå
X → A2 çàäà¼òñÿ ïàðîé ìíîãî÷ëåíîâ: (x, y) 7→ (f(x, y), g(x, y)). Ïðè ýòîì ðàçíûå ïàðû
ìíîãî÷ëåíîâ ìîãóò çàäàâàòü îäíî è òî æå îòîáðàæåíèå: òàê, îòîáðàæåíèÿ (x3, (x + y)2),
(x− xy2, 2xy + 1) è (x5 + x3y2, 2x2 + 2xy + 2y2 − 2) ñîâïàäàþò íà X.

Ïðèìåð 17. Ïðîêîëîòàÿ ïðÿìàÿ A1 \ {0} è êðèâàÿ C = {xy − 1 = 0} ⊂ A2 èçîìîðô-
íû. Âçàèìíî îáðàòíûå ðåãóëÿðíûå îòîáðàæåíèÿ çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè φ(x) = (x, 1/x) è
ψ(x, y) = x.

Ïðèìåð 18. Ïðÿìàÿ A1 è ïàðàáîëà C = {y−x2 = 0} ⊂ A2 èçîìîðôíû. Âçàèìíî îáðàòíûå
ðåãóëÿðíûå îòîáðàæåíèÿ çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè φ(x) = (x, x2) è ψ(x, y) = x.

Ïðèìåð 19. Àíàëîãè÷íî, ãðàôèê ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) � ýòî ïëîñêàÿ êðèâàÿ, èçî-
ìîðôíàÿ àôôèííîé ïðÿìîé.

Çàìåòèì, ÷òî ðåãóëÿðíûå ôóíêöèè è îòîáðàæåíèÿ íåïðåðûâíû â òîïîëîãèè Çàðèññêî-
ãî, ò.å. ïðîîáðàç ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà îòêðûò. Îïðåäåëåíèå òîïîëîãèè Çàðèññêîãî
åñòåñòâåííî, õîòÿ îòêðûòûõ è çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ïîëó÷àåòñÿ î÷åíü ìàëî. Ñðàâíèòå äâà
óòâåðæäåíèÿ:

1. Ëþáîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â An â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî � ýòî ïðîîáðàç òî÷êè ïðè
íåêîòîðîì ðåãóëÿðíîì îòîáðàæåíèè An → Am.

2. Ëþáîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â Rn â ìåòðè÷åñêîé òîïîëîãèè � ýòî ïðîîáðàç òî÷êè
ïðè íåêîòîðîì íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè An → R.
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Òåïåðü îïðåäåëèì ðåãóëÿðíûå ôóíêöèè è îòîáðàæåíèÿ äëÿ ïðîåêòèâíûõ ïîäìíîæåñòâ.
Ïîñêîëüêó îíè ïîêðûâàþòñÿ àôôèííûìè, ýòî ñäåëàòü íåñëîæíî.

Îïðåäåëåíèå 20. Ôóíêöèÿ f : U → k íà îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå U ⊂ X àëãåáðàè÷å-
ñêîãî ïîäìíîæåñòâà ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè ïðè âñåõ i
îãðàíè÷åíèå f |U∩Ui � ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ íà îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå àëãåáðàè÷åñêîãî
ïîäìíîæåñòâà U ∩ Ui ⊂ X ∩ Ui.

Êàê ìîæíî çàäàâàòü ðåãóëÿðíûå ôóíêöèè?

Ëåììà 21. Ïóñòü F,G ∈ k[x0, . . . , xn] � îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû îäèíàêîâîé ñòåïåíè,

ïðè÷¼ì G íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäìíî-

æåñòâà U ⊂ X ⊂ Pn. Òîãäà ÷àñòíîå F/G îïðåäåëÿåò ðåãóëÿðíóþ ôóíêöèþ íà U .

Äîêàçàòåëüñòâî. Õîòÿ çíà÷åíèÿ F (x) è G(x) íå îïðåäåëåíû äëÿ òî÷êè x ïðîåêòèâíîãî
ïðîñòðàíñòâà, èõ ÷àñòíîå êîððåêòíî îïðåäåëåíî, îíî íå çàâèñèò îò âûáîðà îäíîðîäíûõ
êîîðäèíàò äëÿ òî÷êè. Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ U ðàññìîòðèì êàðòó Ui 3 x. Òîãäà F/G
ïðèìåò âèä f/g, ãäå f = F (y0, . . . , 1, . . . , yn) è g = G(y0, . . . , 1, . . . , yn) � ìíîãî÷ëåíû îò
àôôèííûõ êîîðäèíàò yj íà Ui è g íå îáðàùàåòñÿ â 0 íà U ∩Ui. Çíà÷èò, F/G ðåãóëÿðíà íà
U ∩ Ui ïî îïðåäåëåíèþ.

Îïðåäåëåíèå 22. Îòîáðàæåíèå φ : U → V èç îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà U ⊂ X ⊂ Pn àë-
ãåáðàè÷åñêîãî ïîäìíîæåñòâà ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà â îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî V ⊂
Y ⊂ Am â àëãåáðàè÷åñêîì ïîäìíîæåñòâå àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà ðåãóëÿðíî, åñëè çàäà-
¼òñÿ íàáîðîì ðåãóëÿðíûõ íà U ôóíêöèé: φ(x) = (f1(x), . . . , fm(x)).

Îòîáðàæåíèå φ : U → V ìåæäó îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè U ⊂ X ⊂ Pn è V ⊂
Y ⊂ Pm â àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâàõ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ ðåãóëÿðíî, åñëè äëÿ
ëþáîãî j = 0 . . .m è ëþáîé òàêîé òî÷êè x ∈ U , ÷òî φ(x) ∈ Uj, íàéä¼òñÿ îêðåñòíîñòü
U ⊃ U ′ 3 x, äëÿ êîòîðîé φ(U ′) ⊂ Uj è îòîáðàæåíèå φ|U ′ : U ′ → V ∩ Uj ðåãóëÿðíî (ïî
ïåðâîé ÷àñòè îïðåäåëåíèÿ óæå èçâåñòíî, ÷òî çíà÷èò).

Êàê æå íà ïðàêòèêå ìîæíî çàäàâàòü ðåãóëÿðíûå îòîáðàæåíèÿ â êîîðäèíàòàõ, ìû îá-
ñóäèì â ñëåäóþùèé ðàç.
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