
Тема 1: Алгебры Клиффорда

Напомним, что

- (V, q) — векторное пространство с квадратичной формой q над полем k, V × — подмножество
векторов с ненулевой нормой, b(x, y) — билинейная симметрическая форма, связанная с q;

- Cl(V, q) — ассоциированная с ним алгебра Клиффорда, Cl0(V, q), Cl1(V, q) — её четная и нечет-
ная части, α : Cl(V, q) → Cl(V, q) — инволюция, задающая четность, Cl×(V, q) — множество
обратимых элементов в алгебре;

- Ãd — действие группы Cl×(V, q) на алгебре Cl(V, q) (модифицированными) сопряжениями,
P̃ (V, q) — подгруппа в Cl×(V, q), состоящая из элементов ϕ, таких, что Ãdϕ переводит V в
себя;

- P (V, q) — подгруппа в Cl×(V, q), порожденная V ×, Pin(V, q) — подгруппа, порожденная векто-
рами с нормой ±1, Spin(V, q) = Pin(V, q)

⋂
Cl0(V, q);

- Clr,s — алгебра Клиффорда, соответствующая вещественному векторному пространству раз-
мерности n = r + s, снабженному невырожденной квадратичной формой индекса r (т.е. со-
держащей s отрицательных квадратов), Cln = Cln,0, Cln — комплексная алгебра Клиффорда,
соответствующая стандартной невырожденной квадратичной форме на Cn, аналогично опре-
деляем Pinr,s, P inn, Spinr,s, Spinn, Spin

C
n .

1. Докажите, что если k× = {(k×)2}
⋃
{−(k×)}, то

P̃ (V, q)/P (V, q) =

{
Z/2Z,

√
−1 ∈ k,

1,
√
−1 6∈ k.

2. Докажите изоморфизмы:

a) Clr,s ∼= Clr−4,s+4;

b) Clr,s+1 = Cls,r+1.

3. Используя изоморфизмы из предыдущей задачи, найдите Clr,s для 0 ≤ r, s ≤ 8.

4. Докажите, что при изоморфизме Cl(V, q) ∼= Λ∗V клиффордово умножение v· на элемент v ∈ V
отождествляется с операцией

v · ω = v ∧ ω − vyω,

где ∧ — внешнее произведение, а y — свертка с вектором v (то есть дифференцирование Λ∗V

степени −1, такое, что для ω ∈ V, vyω = b(v, ω)).

5. Пусть en, . . . , en — ортонормированный базис в Rn (со стандартной евклидовой структурой).
Рассмотрим линейный оператор L : Cln → Cln:

L(ϕ) = −
n∑

k=1

ei · ϕ · ei.

Докажите, a) что L корректно определён (не зависит от выбора ортобазиса); б) при линейном
изоморфизме Cln = Λ∗Rn, оператор L̃ = α ◦ L задается формулой:

L̃|ΛpRn = (n− 2p) Id
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6. Докажите, что

a) алгебра Ли spinn группы Spinn ⊂ Cl0n может быть отождествлена с образом Λ2Rn при
отождествлении Cln = Λ∗Rn;

b) образ элемента v · w ∈ spinn ⊂ Cl0n при изоморфизме алгебр Ли ãd : spinn → son = Λ2Rn,
индуцированным накрывающим отображением Ãd : Spinn → SOn(R), равен 2v ∧ w, где
v ∧ w ∈Matn(Rn), (v ∧ w)(x) = b(v, x)w − b(w, x)v.

7. Докажите изоморфизмы следующих групп Ли:

a) Spin3
∼= SU2,

b) Spin4
∼= Spin3 × Spin3,

c) Spin0
2,1
∼= SL2(R),

d) Spin0
3,1
∼= SL2(C).

Здесь G0 — компонента связности единицы группы G.

8. Докажите, что образ градуированного Cln-модуляW = W 0⊕W 1 при конструкции Атьи-Ботта-
Шапиро соответствует тривиальному расслоению на Sn = Dn

⋃
Sn−1 Dn, если W получается

индукцией при вложении Cln → Cln+1 из градуированного модуля над Cln+1 (расслоение над
сферой можно получить, «склеивая» между собой тривиальные расслоения Dn×W 0, Dn×W 1

на границе дисков при помощи изоморфизма Sn−1 ×W 0 → Sn−1 ×W 1 из конструкции Атьи-
Ботта-Шапиро).
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