
Òîïîëîãèÿ è äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

Ëèñòîê �4

Ôèëüòðàöèè â ýòîì ëèñòî÷êå ìîãóò áûòü êàê âîçðàñòàþùèìè, òàê è óáûâàþùèìè.

Çàäà÷à 4.1: Ïóñòü (V ∗, d : V ∗ −→ V ∗+1)� êîìïëåêñ îáúåêòîâ â àáåëåâîé êàòåãîðèè. Ðàññìîòðèì
êîìïëåêñû F iV ∗, çàäàííûå ïî ôîðìóëå (F iV )k = V k åñëè k ≥ i è (F iV )k = 0 åñëè k < i, c
äèôôåðåíöèàëàìè ëèáî d ëèáî íîëü. Ïîêàæèòå, ÷òî F iV çàäàþò ôèëüòðàöèþ íà V . Âû÷èñëèòå
grF .

Çàäà÷à 4.2: Ïóñòü (V ∗, d : V ∗ −→ V ∗+1)� êîìïëåêñ îáúåêòîâ â àáåëåâîé êàòåãîðèè. Ðàññìîòðèì
êîìïëåêñû F iV ∗, çàäàííûå ïî ôîðìóëå (F iV )k = V k åñëè k < i, (F iV )i = Ker d è (F iV )k = 0 åñëè
k > i, ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè äèôôåðåíöèàëàìè. Ïîêàæèòå, ÷òî F iV çàäàþò ôèëüòðàöèþ íà V .
Âû÷èñëèòå grF .

Çàäà÷à 4.3: Ðàññìîòðèì êîìïëåêñ àáåëåâûõ ãðóïï V ∗ ñ óáûâàþùåé èñ÷åðïûâàþùåé ôèëüòðà-
öèåé · · · ⊂ F pV ⊂ F p−1V ⊂ · · · ⊂ F 0V = V . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî
N , ÷òî FNV k = 0. Ïîëîæèì Zp,q

r := {x ∈ F pV p+q|dx ∈ F p+rV p+q+1}. Ïîêàæèòå, ÷òî Zp+1,q−1
r−1 ⊂ Zp,q

r

è ÷òî dZp−r+1,q+r−2
r−1 ⊂ Zp,q

r .

Çàäà÷à 4.4: Ïîëîæèì Bp,q
r := Zp+1,q−1

r−1 + dZp−r+1,q+r−2
r−1 ⊂ Zp,q

r . Ïîëîæèì Ep,q
r := Zp,q

r /Bp,q
r .

Ïîêàæèòå, ÷òî d èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå dr : Ep,q
r −→ Ep+r,q−r+1

r , â êâàäðàòå ðàâíîå íóëþ.

Çàäà÷à 4.5: Ïîêàæèòå, ÷òî Ep,q
r+1 ýòî êîãîìîëîãèè äèôôåðåíöèàëà dr.

Çàäà÷à 4.6: Ïîêàæèòå, ÷òî Ep,q
0 = grp V p+q = F pV p+q/F p+1V p+q.

Çàäà÷à 4.7: Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäûõ p, q ñóùåñòâóåò òàêîå N , ÷òî Ep,q
M íå çàâèñèò îò M äëÿ

M ≥ N . Ìû íàçîâ¼ì ýòó ãðóïïó Ep,q
∞ .

Çàäà÷à 4.8: Ïîêàæèòå, ÷òî èíäóöèðîâàííàÿ F ôèëüòðàöèÿ íà êîãîìîëîãèÿõ H(V ) èñ÷åðïûâà-
þùà è èìååò êîíå÷íóþ äëèíó.

Çàäà÷à 4.9: Ïîêàæèòå, ÷òî Ep.q
∞ = grp Hp+q(V ).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè ñïåêòðàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôèëüòðîâàííîãî êîìïëåêñà ñ
êîíå÷íîé (â êàæäîì ÷ëåíå) ôèëüòðàöèåé.

Çàäà÷à 4.10: Óáåäèòå ñåáÿ â òîì, ÷òî âûøåîïèñàííàÿ êîíñòðóêöèÿ ðàáîòàåò â ëþáîé àáåëåâîé
êàòåãîðèè.

Çàäà÷à 4.11: Ïîêàæèòå, ÷òî ìîðôèçì ôèëüòðîâàííûõ îáúåêòîâ àáåëåâîé êàòåãîðèè f : (A,F ∗A)−→ (B,F ∗B),
óâàæàþùèé ôèëüòðàöèþ (â òîì ñìûñëå, ÷òî f(F kA) ⊂ F kB), èíäóöèðóåò ìîðôèçì gr f : grA−→ grB.
Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôèëüòðàöèè áûëè êîíå÷íûå è èñ÷åðïûâàþùèå, òî èç òîãî, ÷òî gr f � èçîìîð-
ôèçì, ñëåäóåò, ÷òî f � èçîìîðôèçì.1

1Â îáùåì ñëó÷àå èç òîãî, ÷òî gr f èçîìîðôèçì, ìîæíî èçâëå÷ü òîëüêî òî, ÷òî f çàäà¼ò èçîìîðôèçì

limq colimp F pA/F qA−→ limq colimp F pB/F qB
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Çàäà÷à 4.12: Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè (A,FA) ýòî ôèëüòðîâàííàÿ äã-àëãåáðà (ñ îãðàíè÷åííîé ôèëü-
òðàöèåé), òî êàæäûé ëèñò E∗,∗

r ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååò ñòðóêòóðó äã-àëãåáðû.

Çàäà÷à 4.13: Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè

F −−−−→ E −−−−→ By y y
F ′ −−−−→ E′ −−−−→ B′

êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé, â êîòîðîé êàæäàÿ ãîðèçîíòàëü � ýòî ðàññëîå-
íèå, è âåðòèêàëüíûå ñòðåëêè èíäóöèðóþò èçîìîðôèçìûH∗

dR(F
′)−→H∗

dR(F ) èH∗
dR(B

′)−→H∗
dR(B),

òî ñòðåëêà H∗
dR(E

′)−→H∗
dR(E) ýòî òîæå èçîìîðôèçì.

Çàäà÷à 4.14: Âû÷èñëèòå (êàê óãîäíî) êîãîìîëîãèè äå Ðàìà îêðóæíîñòè S1 è n-ìåðíîé ñôåðû
Sn. Âû÷èñëèòå (â ñìûñëå, âû÷èñëèòå êàæäûé ëèñò è âñå äèôôåðåíöèàëû) ñïåêòðàëüíóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ðàññëîåíèÿ S1 −→ S2n+1 −→ CPn, æåëàòåëüíî, íå âû÷èñëÿÿ êîãîìîëîãèè CPn íåïî-
ñðåäñòâåííî.

Çàäà÷à 4.15: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íåêîòîðîé ñõîäÿùåéñÿ ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Ep,q

2 = 0 åñëè òîëüêî q ̸= 0 èëè n. Ïîñòðîéòå òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0−→ Ep,n
∞ −→Ep,n

2 −→ Ep+n+1,0
2 −→ Ep+n+1,0

∞ −→ 0.

Çàäà÷à 4.16: Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëîêàëüíî ïîñòîÿííîãî ïó÷êà F êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ è êîìïàêòíîãî ìíîãîáðàçèÿ2 X êîãîìîëîãèè Hi(X,F) êîíå÷íîìåðíû. Ïîêàæèòå, ÷òî
ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà χF (M) :=

∑
i(−1)i dimHi(X,F) çàâèñèò òîëüêî îò ðàíãà F è îò îáû÷íîé

ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè χ(M) := χR(M).

Çàäà÷à 4.17: Ïîêàæèòå ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàññëîåíèÿ êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé F −→E −→B
âåðíî, ÷òî χ(E) = χ(F )χ(B).

2íà ñàìîì äåëå ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà, íà êîòîðîì ñóùåñòâóåò àöèêëè÷íîå ïîêðûòèå
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