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Задача 1. Докажите, что гильбертово пространство рефлексивно.

Задача 2. Пусть T : H1 → H2 оператор между гильбертовыми пространствами T ∗ : H2 → H1 – его гильбертов
сопряженный. Докажите, что

(a) kerT ∗ = (ImT )⊥ (б) ImT = (KerT ∗)⊥ (в) H2 = ImT ⊕ kerT ∗ (г) T изометрия ⇔ T ∗T = id.

Определение: Оператор p ∈ B(H) называется проектором, если p = p∗ = p2.

Задача 3. Докажите, что p проектор в смысле определения выше тогда и только тогда, когда p ортогональный
проектор в геометрическом смысле, то есть существует замкнутое подпространство H0 ⊂ H, такое что p(x) = x
для всех элементов H0 и p(x) = 0 для всех x ∈ H⊥

0 .

Задача 4. Докажите равносильность следующих свойств оператора V ∈ B(H):

(1) V V ∗V = V (2) V ∗V – проектор (3) ограничение V на (kerV )⊥ изометрия.

Задача 5. Пусть (E, ∥.∥i, I) – полинормированное пространство. Докажите, что

(а) xn → x тогда и только тогда, когда ∥xn − x∥i → 0 для всех индексов i ∈ I;

(б) E хаусдорфово тогда и только тогда, когда для любого ненулевого x ∈ E найдется i ∈ I, такой что ∥x∥i > 0.

Задача 6. Пусть T : (E1, ∥.∥i, I) → (E2, ∥.∥j , J) линейный операто. Докажите, что он непрерывен тогда и только
тогда, когда для любого j ∈ J найдутся i1, i2, . . . , ik ∈ I и C > 0, такие что ∥x∥j ⩽ Cmax{∥x∥i1 , . . . ∥x∥ik} для
всех x ∈ E1.
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