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Ïðåäåë ôóíêöèè è íåïðåðûâíîñòü

1. (à) Ìîãóò ëè òî÷êè 1, 1
2
, 1
3
, . . . è òîëüêî îíè áûòü ïðåäåëüíûìè òî÷êàìè íåêîòîðîãî

ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë?
(á) Ìîãóò ëè ïðåäåëüíûìè òî÷êàìè ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà áûòü âñå òî÷êè R?
2. Â êàêèõ òî÷êàõ ñëåäóþùèå ôóíêöèè èìåþò ïðåäåëû: (à) sin 1

x
, (á) x sin 1

x
?

3. ×åìó ðàâåí ïðåäåë limx→∞
P (x)
Q(x)

, ãäå P (x) è Q(x) � ìíîãî÷ëåíû (óêàæèòå âñå âàðè-

àíòû)?
4. Ïóñòü ôóíêöèÿ g(x) → B, x → x0 è g(x) íå ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ B â íåêîòîðîé

ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè x0, à ôóíêöèÿ f(x) → A, x → B. Äîêàæèòå, ÷òî limx→x0 f(g(x))
ñóùåñòâóåò è ðàâåí A.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà, ðàçíîñòü, ïðîèçâåäåíèå è êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
òîæå íåïðåðûâíû. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà è íå îáðàùàåòñÿ â íîëü, òî
è ôóíêöèÿ 1/f íåïðåðûâíà.

6. Êàêèì ìîæåò áûòü ìíîæåñòâî çíà÷åíèé íåïðåðûâíîé íà èíòåðâàëå ôóíêöèè?
7. Äîêàæèòå íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé (à) f(x) =

√
x, x ∈ (0,+∞); (á) f(x) = sin 1

x
,

x ∈ (0,+∞).

8. (à) Â êàêèõ òî÷êàõ èìååò ïðåäåë ôóíêöèÿ Ðèìàíà: f(x) =

{
1
n
, x = m

n
, ÍÎÄ(m,n) = 1

0, x ∈ R \Q
?

(á) Â êàêèõ òî÷êàõ îíà íåïðåðûâíà?
9. Äîêàæèòå, ÷òî ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü ðàçðûâû òîëüêî ïåðâîãî ðîäà, ò.å.

â ëþáîé òî÷êå x0 îíà èìååò ïðåäåë ñëåâà limx→x0−0 f(x) è ïðåäåë ñïðàâà limx→x0+0 f(x).
10. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : R → R ïåðåâîäèò êàæäûé îòðåçîê â îòðåçîê. Ñëåäóåò ëè îòñþäà,

÷òî îíà íåïðåðûâíà?
11. Äîêàæèòå, ÷òî íà ýêâàòîðå íàéäóòñÿ äâå ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷êè ñ îäèíàêîâîé

òåìïåðàòóðîé.
12. Íà ñêîâîðîäêå ëåæàò äâà áëèíà. Äîêàæèòå, ÷òî èõ ìîæíî ðàçðåçàòü îäíèì ðàçðåçîì

òàê, ÷òîáû êàæäûé èç áëèíîâ ðàçäåëèòü íà äâà êóñêà îäèíàêîâîé ïëîùàäè.
13. Äîêàæèòå, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ îáëàäàåò îáðàòíîé ôóíêöèåé òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà îíà ñòðîãî ìîíîòîííà, è ïðè ýòîì îáðàòíàÿ òàêæå íåïðåðûâíà è ñòðîãî
ìîíîòîííà.

14. Îïðåäåëèòå ôóíêöèþ f(x) = ax, a > 0 íà R. Ïîêàæèòå, ÷òî îíà ìîíîòîííî âîç-
ðàñòàåò (óáûâàåò) ïðè a > 1 (a < 1) è íåïðåðûâíà. Îïðåäåëèòå åå îáðàòíóþ ôóíêöèþ
f−1(x) = loga x íà (0,+∞).


