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Ëèñòîê 2.

Çàäà÷à 1. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ âèäà

P (x) = xn + an−1x
n−1 + . . .+ a0

è îòîæäåñòâèì åãî ñ ïðîñòðàíñòâîì Rn âåêòîðîâ (an−1, . . . , a0). Íàéäèòå ìàòðèöó
ßêîáè îòîáðàæåíèÿ (P,Q)→ PQ ïðîñòðàíñòâà Rn × Rn â R2n. Äîêàæèòå, ÷òî îïðå-
äåëèòåëü ìàòðèöû ßêîáè ðàâåí íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîãî÷ëåíû P è
Q èìåþò îáùèé êîðåíü.
Çàäà÷à 2. Ïóñòü f : Rn → Rn � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå, ïðè-

÷åì ìàòðèöà ßêîáè f ′(a) íåâûðîæäåíà â êàæäîé òî÷êå a.
(a) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U åãî îáðàç f(U) ÿâëÿåòñÿ

îòêðûòûì ìíîæåñòâîì.
(b) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n = 1 îòîáðàæåíèå f èíúåêòèâíî.
(c) Ïðîâåðüòå, ÷òî ìàòðèöà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ f(x, y) = (ex cos y, ex sin y) íåâû-

ðîæäåííà, íî ýòî îòîáðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé.
Çàäà÷à 3. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîé âñþäó äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f : R→ R,

÷òî f(0) = 0, f ′(0) 6= 0, íî íå ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòåé U(0) è V (0), äëÿ êîòîðûõ
f : U(0)→ V (0) � äèôôåîìîðôèçì.
Çàäà÷à 4. Ïóñòü γ(t) = (x(t), y(t)) � êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè, çàäàííàÿ íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè x(t), y(t), ãäå t ∈ [0, 1]. Ïðÿìàÿ l, ïåðåñåêàþùàÿ
êðèâóþ γ íàçûâàåòñÿ òðàíñâåðñàëüþ, åñëè âî âñåõ òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ âåêòîð ñêîðî-
ñòè γ̇ îòëè÷åí îò íóëÿ è íå ïàðàëëåëåí l. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ
êðèâîé γ ñ ïðÿìîé l êîíå÷íî.
Çàäà÷à 5. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå xn + cn−1x

n−1 + . . . + c1x + c0 = 0. Ïóñòü U �
ìíîæåñòâî â Rn òàêèõ âåêòîðîâ (cn−1, . . . , c0), ÷òî óðàâíåíèå èìååò n ðàçëè÷íûõ âå-
ùåñòâåííûõ êîðíåé. Èç òåîðåìû Âèåòà èçâåñòíî, ÷òî ck = ck(x1, x2, . . . , xn), ãäå xi
� êîðíè óðàâíåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè a ∈ U íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü,
â êîòîðîé xi = xi(c0, . . . , cn), ïðè÷åì êîðíè xi ãëàäêî çàâèñÿò îò êîýôôèöèåíòîâ ci.
Äîêàæèòå, ÷òî U ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì â Rn.
Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî îòêðûòûé êðóã, îòêðûòûé êâàäðàò, âñÿ ïëîñêîñòü è îò-

êðûòûé òðåóãîëüíèê ïîïàðíî äèôôåîìîðôíû.
Çàäà÷à 7. Âûïèøèòå óðàâíåíèå F (x, y, z) = 0, çàäàþùåå òîð:

x(ϕ, ψ) = (R + r cosψ) cosϕ, y(ϕ, ψ) = (R + r cosψ) sinϕ, z(ϕ, ψ) = r sinψ, 0 < r < R.

Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê òîðó.
Çàäà÷à 8. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîãî ãëàäêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ V íà ñôåðå S2n,

çàäàííîé óðàâíåíèåì x21 + . . .+ x22n = 1, ÷òî 〈V (x), x〉 = 0 è V (x) 6= 0 äëÿ âñåõ òî÷åê
x ∈ S2n.
Çàäà÷à 9. Ïóñòü f : Rn → Rn � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå, ïðè÷åì f ◦ f = f . Äîêàæèòå,

÷òî f(Rn) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ â Rn. Êàêîé õàðàêòåðèñòèêîé f îïðåäåëÿ-
åòñÿ ðàçìåðíîñòü ýòîé ïîâåðõíîñòè?
Çàäà÷à 10. Ïóñòü Mk � êîìïàêòíàÿ ãëàäêàÿ k�ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü â Rn è çàäàíà

ôóíêöèÿ f : Mk → R. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî, äëÿ âñÿêèõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò t1, . . . , tk
ôóíêöèÿ

(t1, . . . , tk)→ f(x1(t1, . . . , tk), . . . , xn(t1, . . . , tk))

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìàÿ ôóíêöèÿ F íà Rn, îãðàíè÷åíèå êîòîðîé íà Mk ñîâïàäàåò ñ f . Âåðíî ëè ýòî
óòâåðæäåíèå áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î êîìïàêòíîñòè Mk.
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