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Îïåðàòîðû

Îïðåäåëåíèå 1. Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ ïðîåêòîðîì èëè èäåìïîòåíòîì, åñëè A2 = A.
Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòîì, åñëè Ak = 0 ïðè íåêîòîðîì k ∈ Z.
Çàäà÷à 1. Ïóñòü A � ïðîåêòîð íà ïðîñòðàíñòâå V , ïîëîæèì A′ = Id− A. Ïîêàæèòå, ÷òî
a)A′ � òîæå ïðîåêòîð, ïðè ýòîì AA′ = A′A = 0, kerA = imA′ è kerA′ = imA;

b)V = U⊕U ′, ãäå U = imA,U ′ = imA′, ïðè ýòîì A è A′ ñîîòâåòñòâóþò ïðîåêöèÿì íà U è U ′.
Ïðîåêòîðû A è A′ íàçûâàþò äîïîëíèòåëüíûìè.

c)Îáðàòíî, ëþáîå ðàçëîæåíèå V = U ⊕ U ′ çàäà¼ò ïðîåêòîðû A,A′ ∈ L(V ) íà ñëàãàåìûå U
è U ′ ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ êîòîðûõ A+ A′ = Id, AA′ = A′A = 0.

d)Îáîáùèòå ïðåäûäóùèå ïóíêòû íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ.

Çàäà÷à 2◦. Ïóñòü îïåðàòîðû A,B ∈ L(V ) äèàãîíàëèçèðóåìû è êîììóòèðóþò, ò.å. AB =
BA. Òîãäà A è B ìîæíî îäíîâðåìåííî ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó âèäó.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü îïåðàòîð A ∈ L(V ) äèàãîíàëèçèðóåì. Îïèøèòå åãî öåíòðàëèçàòîð:

Z(A) := {X ∈ L(V ) | AX = XA}.

Êàêîâà åãî ðàçìåðíîñòü?

Çàäà÷à 4. Ïóñòü îïåðàòîðû A,B ∈ L(V ) íèëüïîòåíòíû è êîììóòèðóþò.

a◦)Ïîêàæèòå, ÷òî A+B è AB òîæå íèëüïîòåíòíû.

b◦)Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåêîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ ïóíêò à) íåâåðåí. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè íîëü, A ∈ L(V ).
Ïîêàæèòå, ÷òî

a)A � íèëüïîòåíò ⇐⇒ χA(t) = tn, ãäå n = dimV ;

b)A � íèëüïîòåíò ⇐⇒ tr(Ak) = 0 ïðè âñåõ k > 1.
Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü A ∈ L(V ) � îïåðàòîð. Ðàçëîæåíèåì Æîðäàíà íàçûâàåòñÿ åãî ïðåä-
ñòàâëåíèå â âèäå A = Ass + An, ãäå AssAn = AnAss, îïåðàòîð Ass ïîëóïðîñòîé, à An �
íèëüïîòåíòíûé. Ass è An íàçûâàþòñÿ ïîëóïðîñòîé è íèëüïîòåíòíîé ÷àñòÿìè A.

Çàäà÷à 6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Ïîêàæèòå, ÷òî

a) ðàçëîæåíèå Æîðäàíà ñóùåñòâóåò;

b)Ass è An ñîõðàíÿþò êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà Vλ(A)⊂ V ;

c) ðàçëîæåíèå Æîðäàíà åäèíñòâåííî;

d)Ass è An ñóòü ìíîãî÷ëåíû îò A ñ êîýôôèöèåíòàìè â k.

Çàäà÷à 7. Íàéäèòå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, ñîáñòâåííûå ÷èñëà è æîðäàíîâó íîð-
ìàëüíóþ ôîðìó ñëåäóþùèõ îïåðàòîðîâ:

a◦)V = Cn, A · (z1, z2, . . . , zn) = (zn, z1, z2, . . . , zn−1).

b)V = C � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R, A : V → V åñòü óìíîæåíèå íà ôèêñèðîâàííîå
÷èñëî z ∈ C.
c)V = k[t]/(p(t)), ãäå p(t) = (t − a1)(t − a2) . . . (t − an), ai ∈ k, îïåðàòîð A ∈ L(V ) åñòü
óìíîæåíèå íà [t].



ÍÌÓ
Àëãåáðà 2

14 ôåâðàëÿ 2018
Ëèñòîê 2

Çàäà÷à 8 (Äåë¼æ ñîêðîâèù èëè äèñêðåòíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè). Ðàçáîé-
íèêè ñèäÿò çà êðóãëûì ñòîëîì, ó êàæäîãî åñòü íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî çîëîòà. Ðàç â ìèíóòó
îäíîâðåìåííî êàæäûé ðàçáîéíèê çàáèðàåò ó êàæäîãî èç äâóõ ñâîèõ ñîñåäåé äîëþ çîëîòà,
ðàâíóþ ôèêñèðîâàííîìó ÷èñëó a ∈ R.
a)Ïîêàæèòå, ÷òî åæåìèíóòíîå ïåðåðàñïðåäåëåíèå çîëîòà çàäà¼òñÿ íåêîòîðûì ëèíåéíûì îïå-
ðàòîðîì A íà Rn (ãäå n � ÷èñëî ðàçáîéíèêîâ). Íàïèøèòå åãî ìàòðèöó.

b)Íàéäèòå ñîácòâåííûå âåêòîðû, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è æîðäàíîâó íîðìàëüíóþ ôîðìó A.
Ïîäñêàçêà: ðàáîòàéòå ñ Cn. Èñïîëüçóéòå, ÷òî îïåðàòîð ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì ïîâîðîòà. Äèàãîíàëèçè-

ðóéòå îïåðàòîð ïîâîðîòà.

c)Ïóñòü n ÷¼òíî. Ïðè êàêèõ a ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ðàñïðåäåëåíèå çîëîòà áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê
ðàâíîìåðíîìó (íåçàâèñèìî îò íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ)?


