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Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ f : U → Rn, U ⊂ Rm, åñëè ðàíã ìàòðèöû
ßêîáè îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå x íèæå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî, ò.å. min(m,n). Çíà÷åíèå îòîáðà-
æåíèÿ f â êðèòè÷åñêîé òî÷êå x íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì îòîáðàæåíèÿ f . Ðå÷ü â ëèñòêå
èä¼ò î ìíîæåñòâå Σ1(f) êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ f .

Ìíîæåñòâî X ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íîëü, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ ñ÷¼òíîå
îáúåäèíåíèå ïàðàëëåëåïèïåäîâ Πl = [al1, b

l
1]× . . .× [aln, b

l
n], l ∈ N ñóììàðíûì îáú¼ìîì, íå ïðåâîñõî-

äÿùèì ε, ñîäåðæàùåå ìíîæåñòâî X ⊂
⋃

l∈N Πl.

1. Ïóñòü y = f(x) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà [0, 1]. Äîêàæèòå, ÷òî ìåðà ìíîæåñòâà îñîáûõ çíà÷åíèé
îòîáðàæåíèÿ f ðàâíà íóëþ. Âåðíî ëè àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ïðî êðèòè÷åñêèå òî÷êè?

2. Ïóñòü f � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå m-ìåðíîãî êóáà [0, 1]m â m-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.
Äîêàæèòå, ÷òî ìåðà ìíîæåñòâà îñîáûõ çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ f ðàâíà íóëþ.

3. Ïóñòü f � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå êóáà [0, 1]m â n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Äîêàæèòå,
÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì k ìåðà îáðàçà ìíîæåñòâà òî÷åê, ãäå îáðàùàþòñÿ â íîëü âñå ïðîèçâîä-
íûå ôóíêöèè f ïîðÿäêîâ 1, . . . , k, ðàâíà íóëþ (äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (k + 1)n > m).

4. Ïóñòüf � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ. Äîêàæèòå, ÷òî ìåðà ìíîæåñòâà îñîáûõ çíà÷åíèé
îòîáðàæåíèÿ f ðàâíà íóëþ.

5. Ïóñòü f � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ m ïåðåìåííûõ. Äîêàæèòå, ÷òî ìåðà ìíîæåñòâà îñîáûõ çíà÷åíèé
ðàâíà íóëþ.

6. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f çàäàíî n ôóíêöèÿìè fi îò m ïåðåìåííûõ xj , è ïóñòü â íåêîòîðîé

òî÷êå ∂f1
∂x1

̸= 0. Òîãäà â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ìîæíî âûáðàòü êîîðäèíàòû ξ òàê, ÷òî îòîáðàæåíèå
çàïèøåòñÿ â âèäå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà gξ1 îòîáðàæåíèé (m− 1)-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà
â (n− 1)-ìåðíîå:

y1 = ξ1, y′ = gξ1(ξ
′) (ξ′ = ξ2, . . . , ξm, y′ = y2, . . . , ym).

7. (Òåîðåìà Ñàðäà) Äîêàæèòå, ÷òî ìåðà ìíîæåñòâà îñîáûõ çíà÷åíèé äîñòàòî÷íî ãëàäêîãî îòîá-
ðàæåíèÿ ðàâíà íóëþ. Êàêîé ñòåïåíè ãëàäêîñòè áóäåò äîñòàòî÷íî?


