
ÍÌÓ, Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç (2-é ñåìåñòð). Ëèñòîê 12. 21 ôåâðàëÿ 2024 ã.

Àëãåáðû ìíîæåñòâ. Ìåðà Ëåáåãà.

Êîëüöîì ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ íåïóñòàÿ ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ X, çà-

ìêíóòàÿ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è ðàçíîñòè. Àëãåáðîé íàçâûàåòñÿ

êîëüöî, ñîäåðæàùåå â êà÷åñòâå ýëåìåíòà âñå ìíîæåñòâî X, σ- àëãåáðîé íàçûâàåòñÿ àëãåáðà,

çàìêíóòàÿ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ.

1. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàöèÿ ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

A△B ⊂ (A△ C) ∪ (B △ C)

(àíàëîã íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà äëÿ ðàññòîÿíèÿ ρ(A,B) = A△B, ïðèíèìàþùåãî çíà÷åíèÿ íà

ìíîæåñòâàõ).

2. Äîêàæèòå, ÷òî (à) ñèñòåìà ìíîæåñòâ, çàìêíóòàÿ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ è ðàç-

íîñòè, ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì, (á) ñèñòåìà ìíîæåñòâ, çàìêíóòàÿ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ

è ïåðåñå÷åíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì.

3. Äîêàæèòå, ÷òî àëãåáðà, çàìêíóòàÿ îòíîñèòåëüíî ñ÷åòíûõ îáúåäèíåíèé, çàìêíóòà îòíîñè-

òåëüíî ñ÷åòíûõ ïåðåñå÷åíèé è íàîáîðîò (σ-àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ δ-àëãåáðîé è íàîáîðîò).

4. Äîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ

õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè îáðàçóþò êîëüöî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ

ïî ìîäóëþ äâà.

5. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî, S � ñèñòåìà âñåõ òàêèõ ìíîæåñòâ B ⊆ A, ÷òî ëèáî B, ëèáî A \B íå

áîëåå ÷åì ñ÷åòíî. Äîêàæèòå, ÷òî S ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé.
6. Äîêàçàòü, ÷òî (à) ïåðåñå÷åíèå ïðîèçâîëüíîé íåïóñòîé ñèñòåìû êîëåö ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì

(âîçìîæíî, êîëüöîì {∅}), (á) ïåðåñå÷åíèå ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû àëãåáð (σ-àëãåáð) ñ îäíîé è òîé

æå åäèíèöåé ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé (σ-àëãåáðîé). (â) Ïðèâåäèòå ïðèìåð äâóõ σ-àëãåáð, ïåðåñå÷åíèå
êîòîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé.

7. Ïóñòü S � ñèñòåìà ìíîæåñòâ. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå êîëüöî R(S), ÷òî S ⊂ R(S) è
äëÿ ëþáîãî êîëüöà R1 ⊇ S âûïîëíåíî R(S) ⊂ R. Ýòî êîëüöî íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì êîëüöîì,

ñîäåðæàùèì ñèñòåìó S. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñèñòåìà S ñîäåðæèò åäèíèöó E, òî R(X) ÿâëÿåòñÿ
àëãåáðîé.

Êàíòîðîâûì ìíîæåñòâîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, êîòîðîå ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

èç åäèíè÷íîãî îòðåçêà C0 = [0, 1] óäàëèì ñðåäíþþ òðåòü, ò.å. èíòåðâàë (1/3, 2/3) è ïîëó÷èì

ìíîæåñòâî C1 = [0, 1/3]∪ [2/3, 1], à çàòåì áóäåì ïîâòîðÿòü ïðîöåäóðó íà êàæäîì øàãå óäàëÿÿ

ñðåäíèå òðåòè âñåõ îòðåçêîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ìíîæåñòâî Cn, ïîñòðîèâ òàêèì îáðàçîì Cn+1.

Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî C ïîëó÷èì êàê ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ Cn, C =
⋂

n∈NCn.

8. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà êàíòîðîâà ìíîæåñòâà C
à) Ïîäìíîæåñòâî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì, åñëè îíî çà-

ìêíóòî è íå èìååò èçîëèðîâàííûõ òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî C � ñîâåðøåííîå ïîäìíîæåñòâî R.
á) Äîêàæèòå, ÷òî C íèãäå íå ïëîòíî â R.
â) Äîêàæèòå, ÷òî C èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.

ã) Ïðåäñòàâèì êàæäîå ÷èñëî íà [0; 1] â âèäå áåñêîíå÷íîé òðîè÷íîé äðîáè. Êàêèå òðîè÷íûå

äðîáè ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì èç C?
ä) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî C èìååò ìåðó íîëü.

å) Îïèøèòå ìíîæåñòâà C + C è C − C (C ± C = {x± y, x, y ∈ C}).
æ) Íàéäèòå òàêèå ìíîæåñòâà A,B ⊂ R ìåðû íîëü, ÷òî A+B = R.
9. Äîêàæèòå, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ïîäìíîæåñòâ îòðåçêà [0, 1] áîëü-

øå êîíòèíóóìà.



Íåñêîëüêî çàäà÷ ïðî ìåðó Ëåáåãà

10. à) (ðåãóëÿðíîñòü ìåðû Ëåáåãà). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A ⊆ R

µ(A) = inf{µ(U) : A ⊆ U,U îòêðûòî} = sup{µ(K) : K ⊆ A,K êîìïàêòíî}.

á) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî A ⊆ R ïðåäñòàâèìî â âèäå A =(⋃
n∈NKn

)
∪N , ãäå Kn � êîìïàêòû è N �ìíîæåñòâî ìåðû 0. Êàê ñëåäñòâèå, âñÿêîå èçìåðèìîå ïî

Ëåáåãó ìíîæåñòâî îòëè÷àåòñÿ îò íåêîòîðîãî áîðåëåâñêîãî íà ìíîæåñòâî ìåðû 0.

Âíóòðåííåé ìåðîé ìíîæåñòâà A ⊆ [0, 1] íàçûâàåòñÿ ÷èñëî µ∗(A) = 1− µ∗([0, 1] \ A), ãäå µ∗

� âíåøíÿÿ ìåðà.

11. Äîêàæèòå, ÷òî µ∗(A) ⩾ µ∗(A).
12. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî A ⊆ [0, 1] èçìåðèìî ïî Ëåáåãó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

µ∗(A) = µ∗(A).
13. Ñóùåñòâóåò ëè èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî A, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòðåçêà [a, b]

âûïîëíåíî µ(A ∩ [a, b]) = b−a
2 ?

14. Ïóñòü A � èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî íåíóëåâîé ìåðû. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî

A−A ñîäåðæèò íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü íóëÿ.


