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Ëèñòîê 1.

Êëàññè÷åñêîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî

Çàäà÷à 1. N ÷åëîâåê ïðèíåñëè ïîäàðêè äðóã äëÿ äðóãà. Çàòåì ýòè ïîäàðêè ñëîæèëè â ìåøîê è
íàóãàä êàæäûé âûíóë èç ìåøêà ñåáå ïîäàðîê. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êîíêðåòíûé ÷åëîâåê
âûíóë ïîäàðîê, êîòîðûé îí ïðèíåñ? Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íèêòî íå âûòàùèë ïîäàðîê,
êîòîðûé ñàì ïðèíåñ?
Çàäà÷à 2. Ñòî ìóäðåöîâ ïî îäíîìó çàâîäÿò â êîìíàòó, â êîòîðîé ñòîÿò ñòî çàêðûòûõ êîðîáîê.

Â êàæäîé êîðîáêå ëåæèò òàáëè÷êà ñ èìåíåì îäíîãî èç ìóäðåöîâ. Âñå èìåíà ðàçëè÷íû. Ìóäðåö
îòêðûâàåò 50 êîðîáîê îäíó çà äðóãîé â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. Åñëè â îäíîé èç îòêðûòûõ èì
êîðîáîê åñòü åãî èìÿ, òî îí âûæèâàåò, à åñëè íåò, òî ïîãèáàåò. Ïîñëå êàæäîãî ìóäðåöà âñå êîðîáêè
çàêðûâàþò è îñòàâøèåñÿ ìóäðåöû íå çíàþò î ñóäüáå óøåäøèõ â êîìíàòó. Èçíà÷àëüíî ìóäðåöû
íàõîäÿòñÿ âñå âìåñòå è ìîãóò ïðîäóìàòü ïëàí äåéñòâèé. Ïðèäóìàéòå ïëàí, êîòîðûé ãàðàíòèðóåò
âûæèâàíèå âñåõ ìóäðåöîâ ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíåå 1/4.
Çàäà÷à 3. Â íàó÷íîì öåíòðå ðàáîòàþò ñïåöèàëèñòû ïî 63-ì ðàçëè÷íûì íàïðàâëåíèÿì åñòå-

ñòâåííûõ íàóê. Èçâåñòíî, ÷òî ïî êàæäîìó ðàçäåëó â öåíòðå ðàáîòàåò ðîâíî 7 ó÷åíûõ, ïðè÷åì
âïîëíå ìîæåò áûòü, ÷òî îäèí ó÷åíûé ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëèñòîì ñðàçó ïî íåñêîëüêèì íàïðàâëåíè-
ÿì. Âñå ó÷åíûå äîëæíû ïðèíÿòü ó÷àñòèå â îäíîé (è òîëüêî îäíîé) èç äâóõ êîíôåðåíöèé, îäíà
èç êîòîðûõ ïðîõîäèò â Ìîñêâå, à äðóãàÿ â Íîâîñèáèðñêå. Äîêàæèòå, ÷òî âñåãäà ìîæíî òàê ðàñ-
ïðåäåëèòü ó÷åíûõ ïî ýòèì êîíôåðåíöèÿì, ÷òî íà êàæäîé êîíôåðåíöèè áóäóò ïðèñóòñòâîâàòü
ñïåöèàëèñòû ïî âñåì 63-ì íàïðàâëåíèÿì.
Çàäà÷à 4.
(a) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èç n òî÷åê íà ïðÿìîé ìîæíî âûáðàòü k òî÷åê òàê, ÷òî íèêàêèå

äâå òî÷êè íå ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè?
(b) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èç n òî÷åê íà îêðóæíîñòè ìîæíî âûáðàòü k òî÷åê òàê, ÷òî íèêàêèå

äâå òî÷êè íå ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè?
(c) Çà êðóãëûì ñòîëîì ðàññàæèâàþòñÿ n ñóïðóæåñêèõ ïàð òàê, ÷òî ìóæ÷èíû è æåíùèíû

÷åðåäóþòñÿ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ñóïðóãè íå ñèäÿò ðÿäîì?
Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü è íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ

Çàäà÷à 5. Êîëîäó èç 52 êàðò ðàçäàþò íà ÷åòâåðûõ èãðîêîâ. Îäèí èç èãðîêîâ îáúÿâëÿåò, ÷òî ó
íåãî åñòü òóç. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ó íåãî åñòü åùå õîòÿ áû îäèí òóç? Êàêîâà âåðîÿòíîñòü,
÷òî ó íåãî åñòü åùå õîòÿ áû îäèí òóç, åñëè îí îáúÿâèë, ÷òî ó íåãî åñòü òóç ïèê?
Çàäà÷à 6. Â ñåìüå äâà ðåáåíêà, ïðè÷åì îäèí èç íèõ ìàëü÷èê. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

â ñåìüå äâà ìàëü÷èêà? Èçìåíèòñÿ ëè âåðîÿòíîñòü, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îäèí èç äåòåé � ìàëü÷èê,
ðîäèâøèéñÿ â ïîíåäåëüíèê?
Çàäà÷à 7. Â êîðîáêå a áåëûõ è b ÷åðíûõ øàðèêîâ. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì èçâëåêàåòñÿ øàð. Ýòîò

øàð âîçâðàùàåòñÿ îáðàòíî, çàòåì äîáàâëÿåòñÿ åùå c øàðîâ îäíîãî ñ íèì öâåòà. Íàéäèòå âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè n + m èçâëå÷åíèÿõ ïîÿâèëîñü n áåëûõ è m ÷åðíûõ øàðîâ. Äîêàæèòå, ÷òî
âåðîÿòíîñòü èçâëå÷åíèÿ áåëîãî øàðà íà k-ì øàãå ðàâíà a/(a + b).
Çàäà÷à 8.
(a) Ñîáûòèÿ A, B, C ïîïàðíî íåçàâèñèìû è ðàâíîâåðîÿòíû, A ∩B ∩ C = ∅. Íàéäèòå ìàêñè-

ìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå P (A).
(b) Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîëíîé ñèñòåìû ñîáûòèé A, B è C (ò. å. P (A ∪ B ∪ C) = 1) óñëîâèÿ

ïðåäûäóùåãî ïóíêòà íå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ.
Çàäà÷à 9. Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω ñîñòîèò èç n ýëåìåíòîâ. Âûÿñíèòå, ïðè êàêèõ

k íà Ω ìîæíî îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó P è âûäåëèòü ñîáûòèÿ A1, A2, . . . , Ak òàê, ÷òî ýòè
ñîáûòèÿ íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè è 0 < P (Ai) < 1 äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , k.
Çàäà÷à 10. Ïóñòü q > 1/2. Ïðî òðè ñîáûòèÿ A,B,C èçâåñòíî, ÷òî P (A∩B) ≥ q è P (A∩C) ≥ q.

Äîêàæèòå, ÷òî P (A|B ∩ C) ≥ q.
Çàäà÷à 11. (Ëåììà Ëîâàñà) Ïóñòü ñîáûòèÿ A1, . . . , An è ÷èñëî d ∈ {1, 2, . . . , n} óäîâëåòâîðÿþò

ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì: 1) äëÿ êàæäîãî ñîáûòèÿ Ak íàéäóòñÿ ñîáûòèÿ Ai1 , . . . , Ais ñ s ≥
n − d òàêèå, ÷òî Ak íåçàâèñèìî ñî âñåìè ïåðåñå÷åíèÿìè ýòèõ ñîáûòèé, 2) äëÿ êàæäîãî k âåðíî
íåðàâåíñòâî P (Ak) ≥ 1− 1

e(d+1) . Äîêàæèòå, ÷òî P (∩kAk) > 0.
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Çàäà÷à 12. Â íàó÷íîì öåíòðå ðàáîòàþò ñïåöèàëèñòû ïî ðàçëè÷íûì íàïðàâëåíèÿì åñòåñòâåííûõ
íàóê (÷èñëî íàïðàâëåíèé ìû íå çíàåì). Ïî êàæäîìó íàïðàâëåíèþ â öåíòðå ðàáîòàåò ðîâíî 7
ó÷åíûõ, ïðè÷åì âïîëíå ìîæåò áûòü, ÷òî îäèí ó÷åíûé ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëèñòîì ñðàçó ïî íåñêîëüêèì
íàïðàâëåíèÿì, íî íå áîëüøå òðåõ. Äîêàæèòå, ÷òî âñåãäà ìîæíî òàê ðàñïðåäåëèòü âñåõ ó÷åíûõ
öåíòðà ïî äâóì îäíîâðåìåííî ïðîõîäÿùèì êîíôåðåíöèÿì, ÷òî íà êàæäîé áóäóò ïðèñóòñòâîâàòü
ñïåöèàëèñòû ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì (è êàæäûé áóäåò ó÷àñòâîâàòü ëèøü â îäíîé êîíôåðåíöèè).
Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè è ôîðìóëà Áàéåñà

Çàäà÷à 13. Èìååòñÿ 10 êîðîáîê, â êàæäîé èç êîòîðûõ ëåæèò a áåëûõ è b ÷åðíûõ øàðîâ. Èç
ïåðâîé êîðîáêè âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì øàð è ïåðåêëàäûâàåòñÿ âî âòîðóþ êîðîáêó, çàòåì
èç âòîðîé êîðîáêè èçâëåêàåòñÿ îäèí øàð è ïåðåêëàäûâàåòñÿ â òðåòüþ è ò. ä. Íàêîíåö èç ïîñëåäíåé
êîðîáêè èçâëåêàåòñÿ îäèí øàð. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ýòîò øàð áåëûé?
Çàäà÷à 14. Íà ïîñàäêó â ñàìîëåò ñòîÿò N ≥ 2 ïàññàæèðîâ, ñðåäè êîòîðûõ ñóìàñøåäøàÿ ñòà-

ðóøêà. Ñòàðóøêà ðàñòàëêèâàåò âñåõ ïàññàæèðîâ è ñàäèòñÿ â ñàìîëåò íà ïðîèçâîëüíîå ìåñòî.
Çàòåì ïàññàæèðû, êîãäà çàõîäÿò â ñàìîëåò, ñàäÿòñÿ íà ñâîå ìåñòî, åñëè îíî ñâîáîäíî, è íà ïðîèç-
âîëüíîå ñâîáîäíîå ìåñòî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîñëåäíèé ïàññàæèð
ñÿäåò íà ñâîå ìåñòî?
Çàäà÷à 15. (Ïàðàäîêñ Áàéåñà) Ïóñòü èìååòñÿ òåñò, èñïîëüçóåìûé äëÿ äèàãíîñòèêè íåêîòîðîãî

çàáîëåâàíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî äîëÿ áîëüíûõ ýòèì çàáîëåâàíèåì ðàâíà 0, 001. Åñëè ÷åëîâåê áîëåí,
òî òåñò äàåò ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0, 9. Åñëè ÷åëîâåê çäîðîâ, òî òåñò äàåò
ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0, 01. Èçâåñòíî, ÷òî òåñò îêàçàëñÿ ïîëîæèòåëüíûì.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷åëîâåê íà ñàìîì äåëå çäîðîâ?
Çàäà÷à 16. (Ïàðàäîêñ Ìîíòè Õîëëà) Âû ó÷àñòâóåòå â èãðå, â êîòîðîé âàì íóæíî âûáðàòü îäíó

èç òð¼õ äâåðåé. Çà îäíîé èç äâåðåé ñïðÿòàí àâòîìîáèëü, çà äâóìÿ äðóãèìè � êîçû. Âû âûáèðàåòå
îäíó èç äâåðåé (íàïðèìåð 1-óþ) ïîñëå ýòîãî âåäóùèé, êîòîðûé çíàåò, ãäå íàõîäèòñÿ àâòîìîáèëü,
îòêðûâàåò îäíó èç îñòàâøèõñÿ äâåðåé (íàïðèìåð 3-þ) çà êîòîðîé íàõîäèòñÿ êîçà. Ïîñëå ýòîãî
âåäóùèé ïðåäëàãàåò âàì èçìåíèòü ñâîé âûáîð è âûáðàòü äâåðü íîìåð 2. Óâåëè÷àòñÿ ëè âàøè
øàíñû âûèãðàòü àâòîìîáèëü, åñëè âû ïðèìåòå ïðåäëîæåíèå âåäóùåãî è èçìåíèòå ñâîé âûáîð?
Ñõåìà Áåðíóëëè

Çàäà÷à 17. Àëèñà è Áîá áðîñàþò ìîíåòó n ðàç. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ó Àëèñû âûïàëî áîëüøå
îðëîâ ÷åì ó Áîáà? Êàêîâ áóäåò îòâåò, åñëè Àëèñà n + 1 ðàç áðîñèëà ìîíåòó?
Çàäà÷à 18. Àëèñà è Áîá áðîñàþò 100 ðàç ïðàâèëüíóþ ìîíåòó (êàæäûé ñâîþ). Çàòåì Àëèñà

íàçûâàåò ÷èñëî a îò 1 äî 100, à Áîá íàçûâàåò ÷èñëî b îò 1 äî 100. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî
ðåçóëüòàò a-ãî áðîñàíèÿ ó Áîáà ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì b-ãî áðîñàíèÿ ó Àëèñû, åñëè ÷èñëà a
è b âûáèðàþòñÿ ñëó÷àéíî? Ïðèäóìàéòå àëãîðèòì âûáîðà ÷èñåë a è b, ïðè êîòîðîì âåðîÿòíîñòü
ñîâïàäåíèÿ áîëüøå 1/2.
Çàäà÷à 19. N ðàç ïðîèñõîäèò äâîéíîå áðîñàíèå ìîíåòû ñ âåðîÿòíîñòüþ âûïàäåíèÿ îðëà p.

Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êîìáèíàöèÿ ÎÐ ïîÿâèòñÿ ðàíüøå ÐÎ. Êàê èçìåíèòñÿ âåðîÿòíîñòü,
åñëè áðîñàåì íå N ðàç, à äî ïåðâîãî ïîÿâëåíèÿ PO èëè ÎÐ?
Çàäà÷à 20. Èãðîê âûáèðàåò ¾ãåðá¿ èëè ¾ðåøåòêó¿, ïîñëå ÷åãî áðîñàåòñÿ ìîíåòà. Åñëè âûïàäàåò

òà ñòîðîíà ìîíåòû, êîòîðàÿ áûëà íàçâàíà èãðîêîì, òî îí âûèãðûâàåò, ïîëó÷àÿ, ñêàæåì 1 ðóáëü;
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îí ñòîëüêî æå ïðîèãðûâàåò. Íà÷àëüíûé êàïèòàë ñîñòàâëÿåò x ðóáëåé è èãðîê
ñòàâèò ñåáå öåëüþ äîâåñòè åãî äî íåêîòîðîé ñóììû a. Èãðà ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ëèáî
èãðîê íàáåðåò çàðàíåå îïðåäåëåííóþ ñóììó a, ëèáî ðàçîðèòñÿ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â
êîíöå êîíöîâ èãðîê ðàçîðèòñÿ, òàê è íå íàáðàâ æåëàåìóþ ñóììó a ðóáëåé? Ðàçáåðèòå äâà ñëó÷àÿ:
ïðàâèëüíàÿ ìîíåòà è ïðîèçâîëüíàÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ ãåðáà p.


