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1 Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

Ìîè èññëåäîâàíèÿ â 2019 ãîäó ñòàëè ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé 2018
ãîäà è áûëè ïîñâÿùåíû ñâîéñòâàì ôóíêöèè Ìèíêîâñêîãî ?(x). Íàïîì-
íèì, ÷òî åñëè èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî x ∈ [0, 1] ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
öåïíîé äðîáè [0; a1, . . . , an, . . .], òî çíà÷åíèå ôóíêöèè Ìèíêîâñêîãî â äàí-
íîé òî÷êå ðàâíî

?(x) =
∞∑
k=1

(−1)k+1

2a1+...+ak−1
.

Åñëè x - ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, òî ñóììà âûøå çàìåíÿåòñÿ íà êîíå÷íóþ.
Äàííûå èññëåäîâàíèÿ âåëèñü ñîâìåñòíî ñ È.Ä. Êàíîì. Âêëàä â ðå-

çóëüòàòû, ïåðå÷èñëåííûå íèæå, ìîæíî ðàçäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Âñå âåðõíèå îöåíêè (èëè ïðèìåðû) íèæå áûëè ïîñòðîåíû ìíîé. Íèæ-
íèå îöåíêè ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòîì ñîâìåñòíûõ èññëåäîâàíèé, çäåñü ìû
íåñêîëüêî ðàç óëó÷øàëè êîíñòðóêöèè äðóã äðóãà.

1.1 Ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè Ìèíêîâñêîãî -

ñëó÷àé, êîãäà ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà 0.

Êàê íåòðóäíî ïîêàçàòü, ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè Ìèíêîâñêîãî ìîæåò ïðè-
íèìàòü òîëüêî 2 çíà÷åíèÿ - 0 è +∞. Ïóñòü âñå íåïîëíûå ÷àñòíûå öåïíîé
äðîáè íå ïðåâîñõîäÿò n. Ââåäåì ñëåäóþùèå êîíñòàíòû: µn = n+2+

√
n2+4n

2
,

ϕ = 1+
√
5

2
è

κn1 =
(n+ 1) logϕ− log µn

2 logϕ+ (n− 1) log
√
2− log µn

.

Îáîçíà÷èì St(x) = a1 + . . .+ at. À. Äóøèñòîâà, È. Êàí è Í. Ìîùåâèòèí
â 20131 ãîäó ïîêàçàëè, ÷òî

1Dushistova A. A., Kan I. D., Moshchevitin N. G. Di�erentiability of the Minkowski
question mark function. J. Math. Anal. Appl. 401, No. 2, 774-794 (2013).
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Òåîðåìà 1.

(i)Ïóñòü2 n ≥ 5. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C òàêàÿ, ÷òî St(x) <
κn1 t+ C, òî ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå x ñóùåñòâóåò è ðàâíà +∞.
(ii)Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ψ(t) òàêîé, ÷òî lim

t→∞
ψ(t) = +∞ ñóùåñòâóåò x

òàêîå, ÷òî St(x) < κn1 t+ ψ(t), è ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå x íå îïðåäåëåíà.

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû âîçíèêàåò çàäà÷à - ïóñòü ïðîèçâîäíàÿ ôóíê-
öèè Ìèíêîâñêîãî â òî÷êå x ñóùåñòâóåò è ðàâíà 0. Êàê áëèçêè ìîãóò
áûòü ôóíêöèè St(x) è κ

n
1 t? Ê ýòîé çàäà÷å ìîæíî ïîäîéòè ñ äâóõ ñòîðîí.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, ìîæíî îöåíèâàòü ðàçíîñòü max
i≤t

(
Si(x)−κn1 i

)
ñíèçó ïðè

óñëîâèè ðàçíîñòè ïðîèçâîäíîé íóëþ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî óëó÷øàòü
îöåíêó ñíèçó äëÿ ïðèìåðà.

Â ïðîøëîì ãîäó íàì óäàëîñü äîêàçàòü äâå òåîðåìû:

Òåîðåìà 2 (îöåíêà). Ïóñòü ïðîèçâîäíàÿ ?(x) ñóùåñòâóåò è ðàâíà íó-
ëþ. Ïóñòü âñå íåïîëíûå ÷àñòíûå ðàçëîæåíèÿ x â öåïíóþ äðîáü îãðàíè-
÷åíû ñâåðõó êîíñòàíòîé n. Òîãäà âûïîëíåíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

max
i≤t

(
Si(x)− κn1 i

)
>

1

3

√
t. (1)

Òåîðåìà 3 (ïðèìåð). Ñóùåñòâóåò èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî x = [0; a1, . . . , an, . . .],
âñå íåïîëíûå ÷àñòíûå êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäÿò n, òàêîå, ÷òî ?′(x) = 0.
Ïðè ýòîì, äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî t âûïîëíåíî

max
i≤t

(
Si(x)− κn1 i

)
< 21

√
t. (2)

Ïðèìåíèâ ðÿä íîâûõ èäåé è îïòèìèçèðîâàâ êîíñòðóêöèè, óäàëîñü
ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå óñèëåíèÿ êàê äëÿ îöåíêè, òàê è äëÿ ïðèìåðà.

Òåîðåìà 4. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùèõ òåîðåì âûïîëíåíû ñëåäóþùèå íåðà-
âåíñòâà:

max
i≤t

(
Si(x)− κn1 i

)
> 0.4628

√
t. (3)

max
i≤t

(
Si(x)− κn1 i

)
< 7
√
t. (4)

2Åñëè âñå íåïîëíûå ÷àñòíûå x íå ïðåâîñõîäÿò 4, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ?′(x) = +∞.
Ïîýòîìó ýòîò ñëó÷àé, íàì íåèíòåðåñåí, â äàëüíåéøåì ìû âåçäå ïîëàãàåì n ≥ 5.
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Ïðè ýòîì, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n îöåíêó (4) ìîæíî çàìåíèòü íà

max
i≤t

(
Si(x)− κn1 i

)
< 4.78

√
t. (5)

1.2 Ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè Ìèíêîâñêîãî -

ñëó÷àé, êîãäà ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà +∞.

Ñóùåñòâóåò òåîðåìà, àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìå (1) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñóììà
íåïîëíûõ ÷àñòíûõ, íàîáîðîò, ðàñò¼ò áûñòðî. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà n ïîëîæèì

λn = 0.5
(
n+
√
n2 + 4

)
, κ2 =

4 log λ5 − 5 log λ4

log λ5 − log λ4 − log
√
2
≈ 4.401.

Â âûøåóïîìÿíóòîé ñòàòüå À. Äóøèñòîâîé, È. Êàíà è Í. Ìîùåâèòèíà
áûëî äîêàçàíî, ÷òî

Òåîðåìà 5. Ïóñòü äëÿ èððàöèîíàëüíîãî x ñóùåñòâóåò äåéñòâèòåëü-
íàÿ êîíñòàíòà C, òàêàÿ ÷òî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ t èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî

S(x)(t) ≥ κ2t− C. (6)

Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ ?′(x) ñóùåñòâóåò è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ?′(x) = 0.

Òåîðåìà 6. (i) Ïóñòü ïðîèçâîäíàÿ ?′(x) äëÿ èððàöèîíàëüíîãî x ñóùå-
ñòâóåò è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ?′(x) = +∞. Òîãäà äëÿ ëþáîãî äîñòà-
òî÷íî áîëüøîãî t âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî.

max
u≤t

(
κ2u− S(x)(u)

)
≥ 10−8

√
t. (7)

(ii) Ñóùåñòâóåò èððàöèîíàëüíîå x ∈ (0, 1), òàêîå ÷òî ?′(x) = +∞ è
äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

max
u≤t

(
κ2t− S(x)(t)

)
≤ 200

√
t. (8)

Íàì óäàëîñü çíà÷èòåëüíî ñáëèçèòü ýòè îöåíêè è äîêàçàòü ñëåäóþùóþ
òåîðåìó.
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Òåîðåìà 7. (i) Ïóñòü ïðîèçâîäíàÿ ?′(x) äëÿ èððàöèîíàëüíîãî x ñóùå-
ñòâóåò è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ?′(x) = +∞. Òîãäà äëÿ ëþáîãî äîñòà-
òî÷íî áîëüøîãî t âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

max
u≤t

(
κ2u− S(x)(u)

)
≥ 0.0622

√
t. (9)

(ii) Ñóùåñòâóåò èððàöèîíàëüíîå x ∈ (0, 1), òàêîå ÷òî ?′(x) = +∞ è
äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

max
u≤t

(
κ2t− S(x)(t)

)
≤ 0.26489

√
t. (10)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äàííîé çàäà÷è ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ îãðàíè÷åííûõ
íåïîëíûõ ÷àñòíûõ íå èìååò ñìûñëà, ïîñêîëüêó íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
îòâåò â ýòîì ñëó÷àå áóäåò òîò æå ñàìûé.

2 Îïóáëèêîâàííûå è ïîäàííûå â ïå÷àòü ðà-

áîòû

• Dmitry Gayfulin, Nikita Shulga, Diophantine properties of �xed points
of Minkowski question mark function.
Ýòà ðàáîòà áûëà ïîäàíà â 2018 ãîäó, ñåé÷àñ îíà óñïåøíî ïðîøëà
ðåöåíçèðîâàíèå â Acta Arithmetica è ãîòîâèòñÿ ê ïå÷àòè.

• Ä. Ãàéôóëèí, È. Êàí. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè Ìèíêîâñêîãî
?(x). IV.

• Ä. Ãàéôóëèí, È. Êàí. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè Ìèíêîâñêîãî
?(x). V.

Ïîñëåäíèå äâå ðàáîòû áûëè ïîäàíû â æóðíàë �Èçâåñòèÿ ÐÀÍ. Ñå-
ðèÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ� è ñåé÷àñ íàõîäÿòñÿ íà ðåöåíçèè. Ïåðâàÿ ñòà-
òüÿ ïîñâÿùåíà ñëó÷àþ, êîãäà ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà 0, âòîðàÿ - êîãäà
ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà +∞.

3 Ó÷àñòèå â êîíôåðåíöèÿõ è øêîëàõ

• Transcendence and Diophantine Problems, Ìîñêâà, 10-14 èþíÿ 2019.

• Journ�ees Arithm�etiques XXXI, Ñòàìáóë, Òóðöèÿ, 1-5 èþëÿ 2019.
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4 Ïåäàãîãè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü

Âåñü 2019 ãîä ÿ ïðåïîäàþ ìàòåìàòèêó â 57-é øêîëå.

5 Èòîãè è ñðàâíåíèå ñ çàÿâêîé

Â çàÿâêå íà ó÷àñòèå â êîíêóðñå áûëè çàïëàíèðîâàíû èññëåäîâàíèÿ íà äâå
îñíîâíûå òåìû: ñïåêòðû Ìàðêîâà è Ëàãðàíæà è ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè
Ìèíêîâñêîãî è å¼ îáîáùåíèé, íàçûâàåìûõ ôóíêöèÿìè Äàíæóà.

Â ïåðâîì ïóíêòå óäàëîñü ïîëó÷èòü íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëî-
âèå òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííîå ÷èñëî x èç ñïåêòðà Ëàãðàíæà äîïóñòèìûì.
Òî åñòü, ñóùåñòâóåò ëè òàêîå èððàöèîíàëüíîå α = [0; a1, . . . , an, . . .], ÷òî
x = λ(α), ãäå λ(α) - ïîñòîÿííàÿ Ëàãðàíæà, îïðåäåëÿåìàÿ ïî ñëåäóþùåìó
ïðàâèëó:

λ(α) = lim sup
n→∞

(
[an; an+1, . . .] + [0; an−1, . . . , a1]

)
.

Áëàãîäàðÿ ñôîðìóëèðîâàííîìó óñëîâèþ óäàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëà èç
L, íå ÿâëÿþùèõñÿ äîïóñòèìûìè, îáðàçóþò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, ïîñòðîèâ
áåñêîíå÷íóþ ñåðèþ òàêèõ ÷èñåë.

Ïîëó÷èòü íîâûå ðåçóëüòàòû â îáëàñòè ñðàâíåíèÿ ñïåêòðîâ Ìàðêîâà è
Ëàãðàíæà íå óäàëîñü, çäåñü ìåíÿ îáîøëè Carlos Matheos è Carlos Gustavo
Moreira, êîòîðûå, â ÷àñòíîñòè, îïðîâåðãëè ãèïîòåçó Êóçèêà, ïîñòðîèâ
ïðèìåðû ÷èñåë èç M \ L, áîëüøèå

√
12.

Âòîðàÿ òåìà - èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè Ìèíêîâñêîãî è ôóíêöèé Äàí-
æóà. Äëÿ ôóíêöèé Äàíæóà ìíå íå óäàëîñü ïîëó÷èòü îòâåòà äëÿ îáùåãî
ñëó÷àÿ gλ(x). Äåëî â òîì, ÷òî, êàê óæå áûëî ïîêàçàíî â ìîåé ðàáîòå äëÿ

λ = 1
ϕ2 , ãäå ϕ = 1+

√
5

2
, â íàèáîëåå èíòåðåñíîì ñëó÷àå, êîãäà ïðîèçâîä-

íàÿ ðàâíà 0 ñîîòâåòñòâóþùèé êîíòèíóàíò ïîëó÷àåòñÿ íåïåðèîäè÷åñêèì.
À çíà÷èò, àíàëîã êîíñòàíòû κ2 èç Òåîðåìû 5 íå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ëîãà-
ðèôìû îò êâàäðàòè÷íûõ èððàöèîíàëüíîñòåé. Â îáùåì ñëó÷àå ñèòóàöèÿ
îêàçûâàåòñÿ åùå áîëåå ñëîæíîé è, êàê ìíå êàæåòñÿ, íå èìååò îòâåòà â
âèäå ïðîñòîé ôîðìóëû. Çàìå÷ó òàêæå, ÷òî ñëó÷àé, êîãäà ïðîèçâîäíàÿ
ðàâíà +∞ (àíàëîã Òåîðåìû 1), íàïðîòèâ, òðèâèàëåí, õîòÿ äîêàçàòåëü-
ñòâî ýòîãî ôàêòà, íàñêîëüêî ìíå èçâåñòíî, íèãäå íå íàïèñàíî.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåìàëî ðåçóëüòàòîâ óäàëîñü ïîëó÷èòü äëÿ ôóíê-
öèè Ìèíêîâñêîãî, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ôóíêöèé Äàí-
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æóà. Âî-ïåðâûõ, óäàëîñü ïîëó÷èòü îöåíêó íà íåòðèâèàëüíûå íåïîäâèæ-
íûå òî÷êè ýòîé ôóíêöèè. Òî åñòü, èððàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
?(x) = x. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî èõ êàê ìèíèìóì äâà. Èçâåñòíàÿ íåäî-
êàçàííàÿ ãèïîòåçà óòâåðæäàåò, ÷òî òàêèõ êîðíåé ðîâíî äâà (èçâåñòíî,
÷òî ýòî ìíîæåñòâî ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî òî÷êè 1

2
). Ñîâìåñòíî ñ Í.

Øóëüãîé íàì óäàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ýòà ãèïîòåçà ñëåäóåò èç âåñüìà èçÿù-
íîãî óñëîâèÿ ∣∣∣∣?(pq

)
− p

q

∣∣∣∣ > 1

2q2

äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ q. Íåçàâèñèìî îò ýòîé ãèïîòåçû, ìû ïîêà-
çàëè, ÷òî äëÿ ò.í. íåóñòîé÷èâûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê âåðíû íåòðèâèàëü-
íûå îöåíêè íà ïîâåäåíèå íåïîëíûõ ÷àñòíûõ è ïîëó÷èëè, ÷òî òàêèå òî÷êè
èìåþò ìåðó èððàöèîíàëüíîñòè 2. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ãèïîòåçà âåðíà, òî
îáå íåïîäâèæíûå òî÷êè íåóñòîé÷èâû.

Áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðåçóëüòàòîâ áûëî ïîëó÷åíî â çàäà÷å î ïðîèçâîä-
íîé ôóíêöèè Ìèíêîâñêîãî, ÷òî óïîìÿíóòî â îò÷¼òàõ çà ýòîò è ïðåäûäó-
ùèé ãîä. Ïðîãðåññà óäàëîñü äîáèòüñÿ âî âñåõ ñèòóàöèÿõ - è êîãäà ïðî-
èçâîäíàÿ ðàâíà 0 è êîãäà îíà ðàâíà +∞. Ñîâìåñòíî ñ È. Êàíîì áûë
ïîñòðîåí ðÿä êîíñòðóêöèé, ÷òî ïîçâîëèëî óëó÷øèòü â ýòèõ ñèòóàöèÿõ
êàê îöåíêó, òàê è ïðèìåð.
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