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Основная цель этого курса (ориентировочно 5 лекций) – познакомить слушателей с
одним приложением теории особенностей и дифференциальных уравнений к геометрии:
исследованию особенностей геодезических потоков в сингулярных метриках.

Под сингулярными метриками мы подразумеваем метрики (квадратичные формы на
касательном расслоении многообразия) двух типов. Во-первых, это метрики, коэффи-
циенты которых гладко зависят от точки многообразия, но на некотором подмногообра-
зии коразмерности 1 дискриминант обращается в нуль и сигнатура метрики меняется.
Такие метрики мы называем псевдоримановыми. Примером является метрика, инду-
цированная на гладкой поверхности (например, на сфере), вложенной в трҷхмерное
псевдоевклидово пространство с сигнатурой (+ + −). Во-вторых, это метрики, коэф-
фициенты которых содержат обращающийся в нуль знаменатель (примеры – метри-
ка Грушина, а также метрика Клейна, с помощью которой строится одна из моделей
плоскости Лобачевского). Метрики типа Грушина естественно возникают в ряде задач,
например, в геометрической теории управления («почти риманова структура»).

Точки, где псевдориманова метрика вырождается или метрика второго типа имеет
разрыв, являются особыми для уравнения геодезического потока. В этих точках всегда
имеет место резонанс, чему есть довольно простое и красивое объяснение. Исследование
этих особенностей и составляет основное содержание курса. Кроме того, оно позволя-
ет получить интересные следствия о конфигурации геодезических, проходящих через
точки вырождения или разрыва. В частности, геодезические проходят через них не в
произвольных, а лишь в определенных «допустимых» направлениях. Мы будем рас-
сматривать главным образом двумерный случай, когда точки вырождения (или разры-
ва) образуют кривую на поверхности. В случае общего положения число допустимых
направлений почти во всех точках этой кривой равно 1 или 3, а в отдельных изолиро-
ванных точках кривой равно 2.

Для осуществления этой программы нам понадобятся некоторые сведения из теории
дифференциальных уравнений. Мы начнем с краткого изложения некоторых фактов
локальной теории особых точек векторных полей. Будут рассказаны (без доказательств)
основные теоремы об аналитической, гладкой, топологической классификации ростков
векторных полей в особых точках вещественного фазового пространства. Мы начнем
изложение с результатов для векторных полей общего положения, особые точки ко-
торых изолированы, а затем перейдем к векторным полям специального типа, особые
точки которых не изолированы, а образуют подмногообразие коразмерности 2 в фазо-
вом пространстве. Такие поля возникают естественным образом во многих задачах, в
частности, при исследовании особых точке систем дифференциальных уравнений, не
разрешенных относительно производных.
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