
Ìàòåðèàëû ê ñïåöêóðñó "Äèîôàíòîâû ïðèáëèæåíèÿ"

Í.Ã.Ìîùåâèòèí, îñåííèé ñåìåñòð 2009/2010 ó÷.ãîäà
Êðèòåðèåâ îöåíêè "õîðîøî" è "óäîâëåòîâðèòåëüíî" â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå èìååòñÿ.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè "îòëè÷íî" äîñòàòî÷íûì êðèòåðèåì ÿâëÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ÷åòûðåõ

ñôîðìóëèðîâàííûõ íèæå óñëîâèé.
I. Óìåòü äîêàçûâàòü (âìåñòå ñî âñåìè äåòàëÿìè) ðàññêàçàííûå òåîðåìû è îðèåíòèðîâàòüñÿ

â íèõ.
II. Ðåøèòü > 80% çàäà÷ èç ñïèñêà, ïîìå÷åííûõ áóêâîé a.
III. Ðåøèòü > 40% çàäà÷ èç ñïèñêà, ïîìå÷åííûõ áóêâîé b.
IV. Ðåøèòü õîòÿ áû îäíó çàäà÷ó èç ñïèñêà, ïîìå÷åííóþ áóêâîé c.

ÏÐÎÃÐÀÌÌÀ
1. Äåðåâî Ôàðåÿ. Òåîðåìà Ãóðâèöà î òîì, ÷òî äëÿ èððàöèîíàëüíîãî α èìååòñÿ áåñêîíå÷íî

ìíîãî ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé p/q òàêèõ, ÷òî |α− p/q| < 1/(
√

5q2).
Çàäà÷è.

1(a). Â òåîðåìå Ãóðâèöà äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè α ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó Ôàðåÿ (p/q, p1/q1),
òî ëèáî p/q, ëèáî p1/q1, ëèáî p/q ⊕ p1/q1 = (p + p1)/(q + q1) îáëàäàþò íóæíàì ñâîéñòâîì.
Âåðíî ëè ñëåäóþùåå óñèëåíèå òåîðåìû Ãóðâèöà: äëÿ ëþáîãî èððàöèîíàëüíîãî α ñóùåñòâóåò
áåñêîíå÷íî ìíîãî èíòåðâàëîâ Ôàðåÿ (p/q, p1/q1), òàêèõ, ÷òî ëèáî p/q, ëèáî p1/q1 îáëàäàþò
íóæíàì ñâîéñòâîì.

2(a). Äîêàçàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî òåîðåìû Ãóðâèöà âûïîëíåíî äëÿ õîòÿ áû îäíîé èç òðåõ
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ê α.

3(b). Ïóñòü α èððàöèîíàëüíî è τ > 0. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàöèîíàëüíûõ
äðîáåé p/q, òàêèõ ÷òî

− 1

q2
√

4τ + 1
< α− p

q
<

τ

q2
√

4τ + 1

2. Öåïíûå äðîáè. Îáùèå òåîðåìû îá àïïðîêñèìàöèè. Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ëó÷à Õîëëà.
Çàäà÷è.

1(a). Äîêàçàòü òåîðåìó Ëåæàíäðà î òîì, ÷òî åñëè |α−p/q| < 1/(2q2), òî íåñîêðàòèìàÿ äðîáü
p/q ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùåé äðîîáüþ ê α.

2(a). Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå îáðàòíîå ê òåîðåìå Ëåæàíäðà (çàä. 1)?
3(a). Äîêàçàòü ðàâíîñèëüíîñòü äâóõ îïðåäåëåíèé ýêâèâàëåíòíûõ ÷èñåë (α ∼ β åñëè íåêîòîðûå

"õâîñòû" ðàçëîæåíèé â öåïíûå äðîáè ó α è β ñîâïàäàþò; âòîðîå îïðåäåëåíèå - α ïåðåâîäèòñÿ
â β íåêîòîðûì öåëî÷èñëåííûì äðîáíî-ëèíåéíûì óíèìîäóëÿðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì).

4(à). Âû÷èñëèòü ïåðâûå òðè ýëåìåíòà äèñêðåòíîé ÷àñòè ñïåêòðà Ëàãðàíæà.
5(b). Äîêàçàòü, ÷òî â èíòåðâàëå (1/

√
12, 1/3) íåò ýëåìåíòîâ ñïåêòðà Ëàãðàíæà.

6(à). Äîêàçàòü îöåíêó äëÿ íà÷àëà ëó÷à Õîëëà, ëó÷øóþ, ÷åì λ∗ > 6.
7(b). Äîêàçàòü îöåíêó äëÿ íà÷àëà ëó÷à Õîëëà λ∗ >

√
21.

8(a). Äîêàçàòü, ÷òî F4 · F4 ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì. (Fk åñòü ìíîæåñòâî ÷èñåë èç îòðåçêà [0, 1] ó
êîòîðûõ íåïîëíûå ÷àñòíûå ðàçëîæåíèÿ â öåïíóþ äðîáü íå ïðåâîñõîäÿò k.)

9(a). Êàêîâî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå τ ïðè êîòîðîì ìíîæåñòâî F2 áóäåò τ -ìíîæåñòâîì?
10(b). Ïóñòü τ(k) åñòü ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå τ ïðè êîòîðîì ìíîæåñòâî Fk ÿâëÿåòñÿ τ -

ìíîæåñòâîì. Âû÷èñëèòü ïðåäåë limk→+∞ τ(k)/k.
11(b). Äîêàçàòü, ÷òî åñëèA1, ..., Ak ñóòü τ1, ..., τk-ìíîæåñòâà ñ îäèíàêîâûì íà÷àëüíûì îòðåçêîì

I è âûïîëíåíî
k∑
j=1

τj
1 + τj

> 1,

1



òî
A1 + ...+ Ak = I + ...+ I.

12(c). Âåðíî ëè, ÷òî â ëþáîé îêðåñòíîñòè ëþáîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ (τ1, ..., τk) ∈ Rk,
óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è, íàéäóòñÿ òàêèå íàáîðû (τ ∗1 , ..., τ

∗
k ) è

ñîîòâåñòâóþùèå τ ∗j -ìíîæåñòâà, äëÿ êîòîðûõ

A1 + ...+ Ak 6= I + ...+ I.

13(c). Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ âñÿêîãî λ èç ñïåêòðà Ëàãðàíæà íàéäåòñÿ òàêîå α, ÷òî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ 6
1

λq2

èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé â ðàöèîíàëüíûõ ÷èñëàõ p/q, â òî âðåìÿ êàê íåðàâåíñòâî∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ 6
1− ε

λq2

èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé ïðè êàæäîì ïîëîæèòåëüíîì ε?
3. Òåîðåìà Ìèíêîâñêîãî î âûïóêëîì òåëå (òðè äîêàçàòåëüñòâà - Áëèõôåëüäðà, Ìîðäåëëà è

Çèãåëÿ).
Çàäà÷è.

1(a). Ïóñòü M - òåëî â Rn îáúåìà > k. Äîêàçàòü, ÷òî íàéäåòñÿ âåêòîð x ∈ Rd, òaêîé ÷òî
M + x ñîäåðæèò êàê ìèíèìóì k + 1 öåëóþ òî÷êó.

2(à). Ìîæíî ëè â ïðåäûäóùåé çàäà÷å äëÿ çàìêíóòîãî M ñòðîãîå íåðàâåíñòâî çàìåíèòü
íåñòðîãèì?

3(à). äîêàçàòü, ÷òî åñëè â òåîðåìå Ìèíêîâñêîãî î âûïóêëîì òåëå ïîòðåáîâàòü, ÷òî îáúåì
òåëà > 2nk, òî â òåëå íàéäåòñÿ k ïàð öåëûõ ðàçëè÷íûõ íåíóëåâûõ òî÷åê.

4(a). Ìîæíî ëè îïðåäåëèòü îáúåì çàìêíóòîãî îêòàýäðà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ó
êîòîðîãî öåíòð è âñå âåðøèíû ÿâëÿþòñÿ öåëûìè òî÷êàìè, è äðóãèõ öåëûõ òî÷åê â îêòàýäðå
íåò.

5(ñ). Êàêîâ ìàêñèìàëüíûé îáúåì îêòàýäðà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ öåíòðîì â íà÷àëå
êîîðäèíàò, âíóòðè êîòîðîãî íåò äðóãèõ öåëûõ òî÷åê.

6(b). Ïóñòü
Λ∗ = {y : y · x ∈ Z∀x ∈ Λ}

åñòü ðåøåòêà äâîéñòâåííàÿ ê ðåøåòêå Λ ⊂ Rn. Ïóñòü òåëî K ñîäåðæèò òî÷êó 0 è íå ñîäåðæèò
íèêàêèõ äðóãèõ òî÷åê ðåøåòêè Λ. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî

volK + (volK)−1
∑

γ∈Λ∗\{0}

∣∣∣∣∫
K

e−πiy·xdx

∣∣∣∣2 = 2ndetΛ.

4. Ñîâìåñòíûå ïðèáëèæåíèÿ. Òåîðåìà Áëèõôåëüäòà-Ñïîíà.
Çàäà÷è.

1(a). Äîêàçàòü àíàëîã òåîðåìû Ñïîíà äëÿ ñîâìåñòíûõ ïðèáëèæåíèé â åâêëèäîâîé íîðìå
(êîíñòàíòó ìîæíî îñòàâèòü â âèäå èíòåãðàëà è íå âû÷èñëÿòü).

2(b). Âû÷èñëèòü àñèìïòîòèêó äëÿ êîíñòàíòû â ïðåäûäóùåé çàäà÷å.
3(b). Äîêàçàòü, ÷òî ïðè êàæäîì çíà÷åíèè ðàçìåðíîñòè n ñóùåñòâóåò âåëè÷èíà σ∗n, ñòðîãî

áîëüøàÿ, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåëè÷èíà èç òåîðåìû Ñïîíà è òàêàÿ, ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ
q âûïîëíåíî

max
16j6n

||qαj|| < 1/((σ∗nq)
1/n).
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4(c). Äîêàçàòü, ÷òî âåëè÷èíó èç çàäà÷è 3 ìîæíî âçÿò òàê, ÷òîáû σ∗n → +∞, n→∞.
5. Ñîâìåñòíûå ïðèáëèæåíèÿ. Íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ è âûðîæäåíèå ðàçìåðíîñòè. Ãèïîòåçà

Â.Ì.Øìèäòà î ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìèíèìóìàõ.
Çàäà÷è.

1(a). Ïóñòü dimZ(1, α1, ..., αn) > 4. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð
èíäåêñîâ ν < k òàêèõ, ÷òî ν ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì, è äëÿ âåêòîðîâ íàèëó÷øèõ
ïðèáëèæåíèé zl âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:

• òðîéêè
zν−1, zν , zν+1; zk−1, zk, zk+1

ñîñòîÿò èç ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ êàæäàÿ;
• èìååòñÿ íåêîòîðîå äâóìåðíîå âïîëíå ðàöèîíàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî π òàêîå, ÷òî

zl ∈ π, ν 6 l 6 k; zν−1 6∈ π, zk+1 6∈ π;

• ÷åòûðå âåêòîðà
zν−1, zν , zν+1, zk+1

ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
2(à). Äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ÷èñåë αj, ÷òî dimZ(1, α1, ..., αn) = n+ 1 > 3 è ñðåäè

ïîñëåäîâàòåëüíûõ âåêòîðîâ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé âñòðå÷àþòñÿ ñêîëü óãîäíî äëèííûå öåïî÷êè,
ëåæàùèå â äâóìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ.

3(b). Ïóñòü âåêòîðû zν , zν+1 ïîðîæäàþò äâóìåðíóþ ðåøåòêó Λν è dν - åå ôóíäàìåíòàëüíûé
îáúåì. Äîêàçàòü, ÷òî dν → +∞, ν → +∞.

4(b). "Ïðîðåäèì" ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåòîê Λν èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è ñëåäóþùèì îáðàçîì:
åñëè λν+1 = Λnu, òî ðåøåòêó λν+1 âû÷åðêèâàåì. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïðåäåëèòåëåé ïðîðåæåííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåøåòîê ñíîâà áóäåì îáîçíà÷àòü dν . Äîêàçàòü ÷òî dν âñåãäà ðàñòóò
ýêñïîíåíöèàëüíî.

5(ñ). Ïðè n = 2 îïðåäåëèòü âåëè÷èíó

inf
α1,α2

(lim inf
t→∞

d
1/t
t ),

ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì α1, α2, ëèíåéíî íåçàâèñèìûì âìåñòå ñ 1 íàä Z à dν - èç ïðåäûäóùåé
çàäà÷è.

6(a). Â çàäà÷å Â.Ì.Øìèäòà î ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìèíèìóìàõ äîêàçàòü, ÷òî åñëè ξ1, ..., ξn
ëèíåéíî íåçàâèñèìû âìåñòå ñ 1 íàä Z, òî äëÿ íåîãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåùåñòâåííûõ
÷èñåë N âûïîëíåíî µ1(N) = µ2(N).

6(b). Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è äîêàçàòü, ÷òî ïðè êàæäîì i äëÿ íåîãðàíè÷åííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë N âûïîëíåíî µi(N) = µi+1(N).

6. (α, β)-èãðû. Îáùèå òåîðåìû î âûèãðûøíûõ ìíîæåñòâàõ.
Çàäà÷è.

1(à). Îïèñàòü âñå 2/3-âûèãðûøíûå ìíîæåñòâà íà ïðÿìîé.
2(à). Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì α ∈ (0, 1/2) ìíîæåñòâî

{ξ ∈ [0, 1] : inf
x∈N

||ξx|| > 0}

ÿâëÿåòñÿ α-âûèãðûøíûì.
3(b). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë tn òàêîâà, ÷òî

∀ε > 0 ∃N0 ∀n > N0 :
tn+1

tn
> 1 +

1

nε
.
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Äîêàçàòü, ÷òî ïðè êàæäîì ïîëîæèòåëüíîì δ ìíîæåñòâî

Aδ = {x ∈ R : ∃c(x) > 0 ∀n ∈ N ||tnx|| > c(x)/nδ}

áóäåò α-âûèãðûøíûì ñ ëþáûì çàäàííûì íàïåðåä α ∈ (0, 1/2).
4(ñ). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë tn òàêîâà, ÷òî

∃N0 ∀n > N0 :
tn+1

tn
> 1 +

1

n1/2
.

Âåðíî ëè, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ δ < 1 è α ìíîæåñòâî

Aδ = {x ∈ R : ∃c(x) > 0 ∀n ∈ N ||tnx|| > c(x)/nδ}

áóäåò α-âûèãðûøíûì?
5(ñ). Äîêàçàòü, ÷òî â óñëîâèÿõ çàäà÷è 4 âûïîëíåíî A1/2 6= ∅.
7. Íåîäíîðîäíûå ïðèáëèæåíèÿ. Îáîáùåíèå òåîðåìû Õèí÷èíà-ßðíèêà.
Çàäà÷è.

1(b). Äëÿ ìàòðèöûΘ íàðÿäó ñ "îäíîðîäíîé" ôóíêöèåé ßðíèêà ðàññìîòðèì "íåîäíîðîäíóþ"
ôóíêöèþ

ψΘ,α(t) = min
x∈Rm:M(x)6t

max
16j6n

||Lj(x)− αj||, α = (α1, ..., αn) ∈ Rn

è ôóíêöèþ
Ψ

[inhom]
Θ = sup

α∈[0,1]n
ψΘ,α(t).

Îáûí÷íàÿ ôóíêöèÿ ßðíèêà óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

ψΘ(t) = ψΘ,0(t).

Òàêæå íàðÿäó ñ ñèñòåìîé ÷èñåë Θ áóäåì ðàññìàðèâàëü òðàíñïîíèðîâàííóþ ñèñòåìó tΘ.
Äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ ψ(t) òàêîâà, ÷òî ïðè íåêîòîðîì ïîëîæèòåëüíîì

η ôóíêöèÿ t 7→ 1
tηψ(t)

ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè t→ +∞. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ(t)

ôóíêöèþ îáðàòíóþ ê ôóíêöèè t 7→ 1
ψ(t)

.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ t âûïîëíÿåòñÿ

ψ tΘ(t) > ψ(t).

Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé t âûïîëíåíî

Ψ
[inhom]
Θ 6 Cηρ(t).

2(b). Äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t âûïîëíåíî

ψ tΘ(t) 6 ψ(t)

Òîãäà íàéäåòñÿ íàáîð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (α1, ..., αn) òàêîé, ÷òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
t âûïîëíÿåòñÿ

ψΘ,α(t) >
1

24n3/2ρ(8mt)
.

8. Ìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ. òåîðåìà Õèí÷èíà-Êàññåëñà.
Çàäà÷è.

1(a). Äîêàçàòü, ÷òî ëàêóíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñèãìà-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.
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2(à). Ïðèâåñòè ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íå ÿâëÿþùåéñÿ ñèãìà-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.
3(b). Âåðíî ëè, ÷òî èç óñëîâèÿ

∃N0 ∀n > N0 :
tn+1

tn
> 1 +

1

log log n

áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tn ÿâëÿåòñÿ ñèãìà-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.
4(b). Äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü íàáîð ïîëîæèòåëüíîçíà÷íûõ ôóíêöèé

ψ1(q), ..., ψn(q) íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà q òàêîâ, ÷òî ôóíêöèÿ

ψ(q) =
n∏
j=1

ψj(q)

íå âîçðàñòàåò, à ðÿä
∑+∞

q=1 ψ(q) ðàñõîäèòñÿ, òî äëÿ ïî÷òè âñåõ íàáîðîâ (θ1, ..., θn) ∈ Rn èìååòñÿ
áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë q, òàêèõ ÷òî

||qθj|| < ψj(q), 1 6 j 6 n.

5(à). Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ìåòðè÷åñêîå óòâåðæäåíèå â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè ðÿäà∑+∞
q=1 ψ(q) â ïîñòàíîâêå, ðàññìîòðåííîé â çàäà÷å 4.
6(ñ). Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó ðàñõîäèìîñòè â çàäà÷å Ä.Êëåéíáîêà (õîòÿ áû äëÿ

äâóìåðíîãî àôôèííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà â R3).
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