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Ñïåêòð êîëüöà

Êàæäîé òî÷êå ā = (a1, . . . , an) êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà Cn ñîîòâåòñòâóåò èäåàë
Iā = (x1 − a1, . . . , xn − an) â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ C[x1, . . . , xn], ñîñòîÿùèé èç ìíîãî÷ëåíîâ,
ðàâíûõ íóëþ â ā. Âîîáùå, âñÿêîé òî÷êå x íà ìíîæåñòâå (òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå,
ìíîãîîáðàçèè, . . . ) X îòâå÷àåò èäåàë Ix â êîëüöå ôóíêöèé (íåïðåðûâíûõ, ãëàäêèõ, . . . )
íà X, îáðàçîâàííûé âñåìè ôóíêöèÿìè, îáðàùàþùèìèñÿ â íîëü â x. Ýòè èäåàëû ìàêñè-
ìàëüíû. Ïîýòîìó âàæíî èçó÷àòü ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ äàííîãî êîëüöà � ýòî
ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü (â íåêîòîðîì ñìûñëå) ïî êîëüöó ôóíêöèé èñõîäíîå ìíîæåñòâî.
Íî ïî ðàçíûì ïðè÷èíàì áîëåå ïëîäîòâîðíî èçó÷àòü ìíîæåñòâî ïðîñòûõ èäåàëîâ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñïåêòðîì êîììóòàòèâíîãî êîëüöàA íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî åãî ïðîñòûõ
èäåàëîâ, îòëè÷íûõ îò A. Îáîçíà÷åíèå: Spec(A).

Ïðèìåð 2. Åäèíñòâåííûé ïðîñòîé èäåàë ïîëÿ � íóëåâîé, ïîýòîìó ñïåêòð ïîëÿ � ýòî
òî÷êà:

•

Ïðèìåð 3. Ñïåêòð êîëüöà öåëûõ ÷èñåë ñîñòîèò èç ñ÷¼òíîãî ÷èñëà òî÷åê (ïðîñòûõ ÷èñåë)
è îäíîé òàê íàçûâàåìîé îáùåé òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùåé íóëåâîìó èäåàëó.

(0)
(2) (3) (5) (7) . . .

Ïðèìåð 4. Ñïåêòð êîëüöà C[x] ïîõîæ íà ñïåêòð Z. Â í¼ì òàêæå åñòü íàáîð èäåàëîâ
Ia = (x− a) è îáùàÿ òî÷êà � èäåàë (0).

(0)
. . . Ia Ib Ic . . .

Çàäà÷à 1. Îïèøèòå ñïåêòð êîëüöà Z/nZ.
Çàäà÷à 2. Îïèøèòå ñïåêòð êîëüöà R[x].

Çàäà÷à 3. Îïèøèòå ñïåêòð êîëüöà {a/b | a, b ∈ Z, b 6 ...3}.

Ïðèìåð 5. Ñïåêòð ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ åñòü îáúåäèíåíèå ñïåêòðîâ.

Çàäà÷à 4. Ïðèäóìàéòå êîëüöî, ó êîòîðîãî ðîâíî 7 ïðîñòûõ èäåàëîâ.

×òîáû ïî ñïåêòðó êîëüöà ôóíêöèé íà ìíîãîîáðàçèè âîññòàíîâèòü èñõîäíîå ìíîãîîá-
ðàçèå, íà ñïåêòðå íóæíî ââåñòè òîïîëîãèþ.

Îïðåäåëåíèå 6. Òîïîëîãèåé íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî âûäåëåííûõ ïîäìíî-
æåñòâ X (îíè íàçûâàþòñÿ îòêðûòûìè), îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. ∅ è X îòêðûòû;

2. U è V îòêðûòû ⇒ U ∩ V îòêðûòî;

3. Ui, i ∈ I îòêðûòû ⇒ ∪iUi îòêðûòî.

Äîïîëíåíèÿ äî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ íàçûâàþò çàìêíóòûìè. Ìíîæåñòâî ñ ôèêñèðîâàííîé
òîïîëîãèåé íàçûâàþò òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.
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Îïðåäåëåíèå 7. Äâà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà ãîìåîìîðôíû, åñëè ìåæäó íèìè ñó-
ùåñòâóåò áèåêöèÿ, ñîõðàíÿþùàÿ îòêðûòûå ìíîæåñòâà.

Ïðèìåð 8. Ñòàíäàðòíàÿ òîïîëîãèÿ íà ïðÿìîé: îòêðûòûì ñ÷èòàåòñÿ ìíîæåñòâî, êîòîðîå
âìåñòå ñ êàæäîé ñâîåé òî÷êîé x ñîäåðæèò íåêîòîðûé èíòåðâàë (x− ε, x + ε).

Ïðèìåð 9. Ñòàíäàðòíàÿ òîïîëîãèÿ â Rn: îòêðûòûì ñ÷èòàåòñÿ ìíîæåñòâî, êîòîðîå âìåñòå
ñ êàæäîé ñâîåé òî÷êîé x ñîäåðæèò íåêîòîðûé øàð ñ öåíòðîì â x.

Ïðèìåð 10. Ââåäåì òîïîëîãèþ íà ìíîæåñòâå C[a, b] íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå.
Ïîëîæèì ‖f‖ = supa6x6b |f(x)|, îòêðûòûì áóäåì ñ÷èòàòü ìíîæåñòâî, êîòîðîå âìåñòå ñ
êàæäîé ñâîåé ôóíêöèåé f ñîäåðæèò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî {g | ‖f − g‖ < ε} äëÿ ε > 0.

Õîðîøèå ôóíêöèè íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå � ýòî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 11. Ôóíêöèÿ f èç òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X â òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî Y íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî U ⊂ Y èìååì, ÷òî
f−1(U) îòêðûòî â X.

Îïðåäåëåíèå 12. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) òî÷åê òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X èìå-

åò ïðåäåë x ∈ X, åñëè äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî U ⊂ X, x ∈ U , íàéä¼òñÿ N ∈ N òàêîå, ÷òî
xn ∈ U ïðè n > N .

Çàìå÷àíèå 13. Äëÿ ôóíêöèé R → R èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
äàííûå îïðåäåëåíèÿ ðàâíîñèëüíû îáû÷íûì.

Çàìå÷àíèå 14. Âñå ýòè òîïîëîãèè õàóñäîðôîâû, ò.å. ó ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê åñòü
íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 15 (Òîïîëîãèÿ Çàðèññêîãî). Çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì ñïåêòðà A íàçî-
â¼ì ìíîæåñòâî âèäà V (E) = {p | p ⊃ E}, ãäå E ⊂ A � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ.
Îòêðûòûìè íàçîâ¼ì äîïîëíåíèÿ äî çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.

Ïðåäëîæåíèå 16. Òàêîå ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ V (E) äåéñòâèòåëüíî çàäà¼ò òîïîëîãèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòîå è âñ¼ âõîäÿò, òàê êàê V (∅) = Spec(A), V (1) = ∅.
Èìååì V (∪iEi) = ∩iV (Ei) äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ Ei ⊂ A. Ïîýòîìó ëþáîå

ïåðåñå÷åíèå çàìêíóòûõ çàìêíóòî.
Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà E ⊂ A ðàññìîòðèì èäåàë I(E) = 〈E〉, ïîðîæä¼ííûé E.

Î÷åâèäíî, ÷òî V (E) = V (I(E)), òàê ÷òî âìåñòî ïðîèçâîëüíûõ ïîäìíîæåñòâ â îïðåäåëåíèè
çàìêíóòîãî ïî Çàðèññêîìó ìíîæåñòâà ìîæíî áðàòü èäåàëû.

Äëÿ îáúåäèíåíèÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ èìååì: V (I1) ∪ V (I2) = V (I1 ∩ I2), òàê ÷òî îíî
òàêæå çàìêíóòî.

Ïðèìåð 17. Òîïîëîãèÿ Çàðèññêîãî íà Spec(Z): V ((m)) = {(p) | p � ïðîñòîé äåëèòåëü m}
ïðèm 6= 0. Çàìêíóòû âñå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà, íå ñîäåðæàùèå îáùåé òî÷êè, è âåñü ñïåêòð.

Ïðèìåð 18. Òîïîëîãèÿ íà Spec(C[x]): V ((f)) = {(p) | p � íåïðèâîäèìûé äåëèòåëü f} ïðè
f 6= 0. Çàìêíóòû âñå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà, íå ñîäåðæàùèå îáùåé òî÷êè, è âåñü ñïåêòð.

Çàäà÷à 5. Ïîêàæèòå, ÷òî Spec(A × B) åñòü îáúåäèíåíèå äâóõ îòêðûòî-çàìêíóòûõ íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ, ãîìåîìîðôíûõ Spec(A) è Spec(B).
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Òîïîëîãèÿ Çàðèññêîãî âåñüìà ýêçîòè÷íà. Òàê, â êîëüöå áåç äåëèòåëåé íóëÿ íóëåâîé èäåàë
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì è íàçûâàåòñÿ îáùåé òî÷êîé. Ýòî íàçâàíèå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî îáùàÿ
òî÷êà ëåæèò â ëþáîì íåïóñòîì îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè V (E) 6=
Spec(A), òî E ⊂ A íåïóñòî, ïîýòîìó (0) 6⊃ E è (0) /∈ V (E). Êàê ñëåäñòâèå, ëþáûå îêðåñò-
íîñòè äâóõ ðàçíûõ òî÷åê ïåðåñåêàþòñÿ (êàê ìèíèìóì, ïî îáùåé òî÷êå)!

Áîëåå òîãî, çàìûêàíèå îäíîòî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñ íèì ñàìèì.
Çàäà÷à 6. Ïóñòü x, y ∈ Spec(A) � òî÷êè, à p, q ⊂ A � ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîñòûå èäåàëû.
Äîêàæèòå, ÷òî:

a)Ìíîæåñòâî {x} çàìêíóòî òèòòê p ìàêñèìàëåí.

b) Çàìûêàíèå {x} åñòü V (p).

c) y ∈ {x} òèòòê p ⊂ q.

Òàêèì îáðàçîì, ¾÷åì ìåíüøå èäåàë, òåì áîëüøå çàìûêàíèå ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êè¿.

Îïðåäåëåíèå 19. Ìàêñèìàëüíûå èäåàëû íàçûâàþòñÿ çàìêíóòûìè òî÷êàìè ñïåêòðà.

Ïðèìåð 20. Ñïåêòð C[x, y]. Òóò åñòü: 1. îáùàÿ òî÷êà � èäåàë 0, 2. ãëàâíûå ïðîñòûå
èäåàëû âèäà (f), ãäå f = f(x, y) � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí, 3. ìàêñèìàëüíûå èäåàëû
âèäà ma,b = (x− a, y − b).

Çàìûêàíèå îáùåé òî÷êè � âåñü ñïåêòð, òî÷êè ma,b çàìêíóòû. À çàìûêàíèå òî÷êè (f)
ñîñòîèò èç (f) è âñåõ òî÷åê ma,b, äëÿ êîòîðûõ f(a, b) = 0. Ýòè òî÷êè ñîîòâåòñòâóþò íåïðè-
âîäèìûì àëãåáðàè÷åñêèì êðèâûì íà C2.

Çàìå÷àíèå 21. Ñêàæåì çäåñü î ñâÿçè ìåæäó ïðîñòûìè (òî÷íåå, íåïðèâîäèìûìè) ýëå-
ìåíòàìè êîëüöà è ïðîñòûìè èäåàëàìè. Ïðåäïîëîæèì äëÿ óäîáñòâà, ÷òî â êîëüöå A íåò
äåëèòåëåé íóëÿ. Ýëåìåíò a ∈ A íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì, åñëè äëÿ ëþáîãî åãî ðàçëîæå-
íèÿ a = bc ëèáî b, ëèáî c îáðàòèì. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ãëàâíûé èäåàë (f) ïðîñò,
òî f íåïðèâîäèì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü äàíî ðàçëîæåíèå f = ab. Òîãäà ab ∈ (f), è â ñèëó
ïðîñòîòû a èëè b ∈ (f), áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a ∈ (f). Çíà÷èò, a = kf äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ A.
Ïîëó÷àåì f = kbf , f(1− kb) = 0 è òàê êàê â A íåò äåëèòåëåé íóëÿ, òî kb = 1 è b îáðàòèì.

Îáðàòíîå íåâåðíî: äëÿ íåïðèâîäèìîãî f èäåàë (f) ìîæåò íå áûòü ïðîñò. Òàêîå áûâàåò,
åñëè â êîëüöå ðàçëîæåíèå íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè íåîäíîçíà÷íî. Îäíàêî, äëÿ êîëåö
ñ îäíîçíà÷íûì ðàçëîæåíèåì íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè èç íåïðèâîäìèîñòè f ñëåäóåò
ïðîñòîòà (f). Ýòî äà¼ò íàì ïðèìåðû ïðîñòûõ èäåàëîâ â òàêèõ êîëüöàõ (íàïðèìåð, â êîëüöå
ìíîãî÷ëåíîâ): ãëàâíûå èäåàëû, ïîðîæä¼ííûå íåïðèâîäèìûì ýëåìåíòîì.

Ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn ñîñòîèò èç ε-îêðåñòíîñòåé ðàçíûõ òî÷åê. Òî÷íî òàê
æå, ëþáîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â ñïåêòðå êîëüöà åñòü îáúåäèíåíèå ãëàâíûõ îòêðûòûõ
ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 22. Ãëàâíûì îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì ñïåêòðà íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Df = Spec(A) \ V (f) = {p ∈ Spec(A) | f /∈ p},

ãäå f ∈ A � íåêîòîðûé ýëåìåíò.

Ïðåäëîæåíèå 23. Ãëàâíûå îòêðûòûå ìíîæåñòâà ñîñòàâëÿþò áàçó òîïîëîãèè Çàðèñ-

ñêîãî, ò.å. ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî U ⊂ Spec(A) åñòü ∪Df⊂UDf .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü U = Spec(A) \ V (E) è p ∈ U . Òîãäà p 6⊃ E, âîçüì¼ì ýëåìåíò
a ∈ E, a /∈ p. Ïîëó÷èì, ÷òî p ∈ Da è Da ⊂ U .
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Çàäà÷à 7. Ïîêàæèòå, ÷òî
Dfg = Df ∩Dg;
Df = ∅ ⇐⇒ f � íèëüïîòåíò;
Df = Spec(A) ⇐⇒ f îáðàòèì;

Ïðåäëîæåíèå 24. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Spec(A) êîìïàêòíî: èç ëþáîãî åãî ïî-
êðûòèÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîêðûòèå îáðàçîâàíî ãëàâíûìè îòêðûòûìè ìíî-
æåñòâàìè, çàìåíèâ êàæäîå äàííîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî íà âñå ëåæàùèå â í¼ì ãëàâíûå
îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà. Åñëè Spec(A) = ∪e∈EDe, òî V (+e∈E(e)) = ∩eV (e) = ∅. Ýòî çíà-
÷èò, ÷òî ýëåìåíòû E ïîðîæäàþò êîëüöî A êàê èäåàë. Ïîýòîìó íàéä¼òñÿ êîíå÷íàÿ ñóììà
1 =

∑n
i=1 eiai, ãäå ei ∈ E, ai ∈ A. Òîãäà (e1) + (e2) + . . . + (en) = (e1, . . . , en) = A è

∪ni=1Dei = Spec(A).

Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð êîëüöà ñòàíîâèòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì îáúåêòîì. Ïðî ïðîñòûå èäå-
àëû êîëüöà ïðèíÿòî äóìàòü êàê ïðî òî÷êè ñïåêòðà. Çàìåòèì, ÷òî ñðåäè òî÷åê åñòü êàê
çàìêíóòûå òî÷êè (ýòî ìàêñèìàëüíûå èäåàëû), òàê è áîëåå ¾ðàñïëûâ÷àòûå¿, çàìûêàíèå
êîòîðûõ ñîäåðæèò óéìó äðóãèõ òî÷åê.

À ïðî ýëåìåíòû êîëüöà ïðèíÿòî äóìàòü êàê ïðî ôóíêöèè, îïðåäåë¼ííûå íà ñïåêòðå.
Ãäå ýòè ôóíêöèè ïðèíèìàþò çíà÷åíèå � îòäåëüíûé âîïðîñ. Îäíàêî ÿñíî, â êàêîì ñëó÷àå
íàäî ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â íîëü: åñëè ôóíêöèÿ íà ñïåêòðå ñîîòâåòñòâóåò
ýëåìåíòó a ∈ A, òî îíà îáðàùàåòñÿ â íîëü â òåõ ïðîñòûõ èäåàëàõ p, äëÿ êîòîðûõ p 3 a.
Ñòàëî áûòü, ãëàâíîå ìíîæåñòâîDf � ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê ñïåêòðà, â êîòîðûõ íå îáðàùàåò-
ñÿ â íîëü ôóíêöèÿ f . À çàìêíóòîå ìíîæåñòâî V (E) � ìíîæåñòâî òî÷åê, ãäå îäíîâðåìåííî
îáðàùàþòñÿ â íîëü âñå ôóíêöèè èç íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà E ⊂ A.
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