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Ðåãóëÿðíûå îòîáðàæåíèÿ ìíîãîîáðàçèé

Ñîîòâåòñòâèå, ñîïîñòàâëÿþùåå àëãåáðàè÷åñêîìó ìíîãîîáðàçèþ êîëüöî ôóíêöèé íà í¼ì,
èãðàåò ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Äëÿ àôôèííûõ ìíîãîîáðà-
çèé êîëüöî ôóíêöèé ñîäåðæèò âñþ èíôîðìàöèþ î ìíîãîîáðàçèè è, áîëåå òîãî, âî ìíîãèõ
îòíîøåíèÿõ ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðàâèëüíûì îáúåêòîì, ÷åì ñàìî ìíîãîîáðàçèå. Ñåãîäíÿ ìû
ïðîäîëæèì ýòî ñîîòâåòñòâèå íà îòîáðàæåíèÿ ìíîãîîáðàçèé è ãîìîìîðôèçìû êîëåö è ðàñ-
øèðèì ñëîâàðü ïåðåâîäîâ ñ îäíîãî ÿçûêà íà äðóãîé.

Îïðåäåëåíèå 1. Ðåãóëÿðíûì îòîáðàæåíèåì àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ X → Y , ãäå
X ⊂ An

k , Y ⊂ Am
k , íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå âèäà φ(x) = (φ1(x), . . . , φm(x)), ãäå φi � ðåãó-

ëÿðíûå ôóíêöèè íà X è imφ ⊂ Y . Ðåãóëÿðíîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì,
åñëè ó íåãî åñòü ðåãóëÿðíîå îáðàòíîå îòîáðàæåíèå. Äâà àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿ
èçîìîðôíû, åñëè ìåæäó íèìè åñòü èçîìîðôèçì.

Ïðèìåð 2. 1. Ïàðàáîëà y−x2 = 0 â A2 èçîìîðôíà A1, îòîáðàæåíèÿ çàäàþòñÿ ôîðìó-
ëàìè (x, y) 7→ x è x 7→ (x, x2).

2. Ïðîåêöèÿ êðèâîé xy = 1 íà îñü x � ðåãóëÿðíîå îòîáðàæåíèå, åãî îáðàç � îòêðûòîå
ïîäìíîæåñòâî Dx = {x | x 6= 0} ⊂ A1.

3. Ïðîåêöèÿ êðèâîé x2 + y2 = 1 ⊂ C2 íà îñü x � ðåãóëÿðíîå îòîáðàæåíèå, îíî ñþðú-
åêòèâíî, ïðîîáðàç ëþáîé òî÷êè � îäíà òî÷êà (äëÿ x = ±1) èëè äâå òî÷êè (äëÿ âñåõ
îñòàëüíûõ).

4. Êðèâàÿ X ⊂ A2 : x3 − y2 = 0 íå èçîìîðôíà A1. Îòîáðàæåíèå A1 → X, t 7→ (t2, t3)
ðåãóëÿðíî è èìååò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå (x, y) 7→ y/x, íî îíî íå ðåãóëÿðíî.

Ïðèìåð 3. Ïîêàæåì, ÷òî êðèâàÿ X : xy = 1 íå èçîìîðôíà àôôèííîé ïðÿìîé. Äåéñòâè-
òåëüíî, òîãäà áû k[X] ∼= k[x]. Îáðàòèìûå ýëåìåíòû â k[x] � íåíóëåâûå êîíñòàíòû, à â k[X]
èõ áîëüøå, íàïðèìåð, òàì îáðàòèìû x è y.

Ïóñòü φ : X → Y � ðåãóëÿðíîå îòîáðàæåíèå. Îíî îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå φ∗ íà êîëü-
öàõ ôóíêöèé â îáðàòíóþ ñòîðîíó: åñëè f ∈ k[Y ], òî ïîëîæèì φ∗f = f ◦ φ. Ýòî çàäà¼ò
ãîìîìîðôèçì

φ∗ : k[Y ]→ k[X]

êîëåö ôóíêöèé. Îòìåòèì, ÷òî ýòî ãîìîìîðôèçì íàä k, ò.å. íà ýëåìåíòàõ k èìååò φ∗ = id.
Êîãäà êîëüöî ñîäåðæèò ôèêñèðîâàííîå ïîëå, îáû÷íî ãîâîðÿò îá àëãåáðàõ íàä ýòèì

ïîëåì:

Îïðåäåëåíèå 4. Àëãåáðîé íàä ïîëåì k íàçûâàåòñÿ êîëüöî A âìåñòå ñ ãîìîìîðôèçìîì
êîëåö sA : k → A. Ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð èç A â B íàä ïîëåì k íàçûàåòñÿ ãîìîìîðôèçì
êîëåö f : A→ B òàêîé, ÷òî fsA = sB.

Ïîñìîòðèì, êàê âûðàæàþòñÿ ñâîéñòâà ìíîãîîáðàçèé â ñâîéñòâàõ àëãåáð ôóíêöèé íà
íèõ.
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Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü s : k[Y ] → k[X] � ãîìîìîðôèçì àëãåáð íàä k. Òîãäà îí èìååò
âèä φ∗ äëÿ åäèíñòâåííîãî ðåãóëÿðíîãî îòîáðàæåíèÿ φ : X → Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Y ⊂ Am, yi � êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè íà Am, à ȳi ∈ k[Y ] � èõ
îãðàíè÷åíèÿ íà Y . Ïîëîæèì

φ(x) = (s(ȳ1)(x), . . . , s(ȳm)(x)).

Òàê êàê s(ȳi) � ðåãóëÿðíûå íà X ôóíêöèè, òî φ ðåãóëÿðíî ïî îïðåäåëåíèþ. Ïðîâåðèì,
÷òî imφ ⊂ Y . Ïóñòü f ∈ I(Y ) � ìíîãî÷ëåí, ïîêàæåì, ÷òî f îáíóëÿåòñÿ íà îáðàçå φ.
Äåéñòâèòåëüíî,

f(s(ȳ1)(x), . . . , s(ȳm)(x)) = s(f(ȳ1, . . . , ȳm))(x) = s(0)(x) = 0.

ßñíî, ÷òî φ∗ = s íà âñåõ ȳi è çíà÷èò, íà âñåé àëãåáðå k[Y ]. ßñíî òàêæå, ÷òî φ åäèíñòâåííî.

Ñëåäñòâèå 6. Îòîáðàæåíèå èç ïîäìíîæåñòâà X â An � âñ¼ ðàâíî, ÷òî íàáîð èç n
ýëåìåíòîâ â k[X].

Ïðåäëîæåíèå 7. Ïîäìíîãîîáðàçèÿ àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèé ñîîòâåòñòâóþò ñþðúåê-
òèâíûì ãîìîìîðôèçìàì àëãåáð ôóíêöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X ⊂ Y � àôôèííîå ïîäìíîãîîáðàçèå. Ëþáàÿ ðåãóëÿðíàÿ ôóíê-
öèÿ íà X � îãðàíè÷åíèå ìíîãî÷ëåíà ñ àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà, à çíà÷èò, è îãðàíè÷åíèå
ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè ñ Y . Ïîýòîìó èìååì ñþðúåêöèþ k[Y ]→ k[X] � îãðàíè÷åíèå.

Îáðàòíî, åñëè ãîìîìîðôèçì φ∗ : k[Y ] → k[X] ñþðúåêòèâåí, ïóñòü I � åãî ÿäðî. Ïóñòü
ïîäìíîãîîáðàçèå X ′ ⊂ Y � ìíîæåñòâî íóëåé âñåõ ôóíêöèé èç I. Òîãäà îáðàç φ ëåæèò â X ′,
è åñëè f ∈ I(X ′), òî φ(f) = 0, ïîýòîìó f ∈ I. Çíà÷èò I = I(X ′) è äëÿ îòîáðàæåíèÿ ψ : X →
X ′ èìååì ψ∗ : k[X ′] = k[Y ]/I → k[X] � èçîìîðôèçì. Ïîëó÷àåì, ÷òî ψ � èçîìîðôèçì, ò.å.
X � ïîäìíîãîîáðàçèå.

Ñëåäñòâèå 8. Âëîæåíèå ïîäìíîæåñòâà X â An � âñ¼ ðàâíî, ÷òî íàáîð èç n ýëåìåíòîâ
â k[X], ïîðîæäàþùèé àëãåáðó k[X] íàä k.

Ïðèìåð 9. Ïóñòü X = A1, Y = A2, φ(t) = (t2, t3). Òîãäà φ∗(x) = t2, φ∗(y) = t3. Îáðàç
φ∗ � ïîäêîëüöî k[t2, t3] ⊂ k[t], ò.å. φ∗ íå ñþðúåêòèâíî. Õîòÿ îòîáðàæåíèå φ è èíúåêòèâíî
íà ìíîæåñòâå òî÷åê, îíî íå ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì ïîäìíîãîîáðàçèÿ � åãî îáðàç íå èçîìîð-
ôåí X.

Ïðåäëîæåíèå 10. Îòîáðàæåíèå φ : X → Y èìååò ïëîòíûé (â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî)
îáðàç ⇐⇒ ãîìîìîðôèçì φ∗ èíúåêòèâåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè φ∗ èìååò íåòðèâèàëüíîå ÿäðî, âîçüì¼ì f ∈ k[Y ], φ∗f = 0. Òîãäà
îáðàç φ (à çíà÷èò, è åãî çàìûêàíèå) ëåæèò â àëãåáðàè÷åñêîì ïîäìíîæåñòâå {y | f(y) =
0} ⊂ Y , è ïîòîìó íå ïëîòåí. Îáðàòíî, åñëè imφ 6= Y , òî íàéä¼òñÿ íåíóëåâàÿ f ∈ k[Y ]
òàêàÿ, ÷òî f = 0 íà φ(Y ). Çíà÷èò, ÿäðî φ∗ íåòðèâèàëüíî.

Ïðèìåð 11. Ïóñòü X = Y = A2, φ(u, v) = (u, uv). Òîãäà φ∗(x) = u, φ∗(y) = uv, è φ∗

èíúåêòèâåí. Ïðè ýòîì îáðàç φ ñîñòîèò èç òî÷åê (x, y), ãäå x 6= 0, è òî÷êè (0, 0). Îí íå
çàìêíóò è íå îòêðûò, íî ïëîòåí.
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Ïóñòü x ∈ X � òî÷êà, à φ : X → Y � ðåãóëÿðíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà ñóæåíèå èäåàëà
Ix ⊂ k[X] ïðè ãîìîìîðôèçìå φ∗ � ýòî â òî÷íîñòè èäåàë Iφ(x) ⊂ k[Y ]. Âîîáùå, åñëè Z ⊂ X
� çàìêíóòîå ïîäìíîãîîáðàçèå è I(Z) ⊂ k[X] � åãî èäåàë, òî I(Z)c = I(φ(Z)) ⊂ k[Y ]. (Õîòÿ
ïîäìíîæåñòâî φ(Z) ìîæåò è íå áûòü àëãåáðàè÷åñêèì, íè÷òî íå ìåøàåò ðàññìîòðåòü åãî
èäåàë. Òàêæå ìîæíî ðàññìîòðåòü çàìåíèòü åãî íà åãî çàìûêàíèå φ(Z).) Ýòî ïðîÿñíÿåò
ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñóæåíèÿ èäåàëîâ ïðè ãîìîìîðôèçìå êîëåö: ñóæåíèå ñîîòâåòñòâóåò
âçÿòèþ îáðàçà ïðè ðåãóëÿðíîì îòîáðàæåíèè.

Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî äëÿ êîëåö âèäà k[X] c àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì k
ñóæåíèå ëþáîãî ìàêñèìàëüíîãî èäåàëà ïðè ëþáîì ãîìîìîðôèçìå � ñíîâà ìàêñèìàëüíûé
èäåàë.

Ñðåäè âñåõ êîëåö íà êîëüöà ôóíêöèé íà àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ áîëüøå âñåãî
ïîõîæè êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå àëãåáðû íàä ïîëåì. Âñÿêàÿ òàêàÿ àëãåáðà åñòü ôàêòîðàë-
ãåáðà êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ ïî íåêîòîðîìó èäåàëó. Ðàññìîòðèì èõ ïîáëèæå.

Îïðåäåëåíèå 12. Ïóñòü m ⊂ A � ìàêñèìàëüíûé èäåàë. Ïîëåì âû÷åòîâ èäåàëà m íàçû-
âàåòñÿ ïîëå k(m) = A/m.

Ïðèìåð 13. Åñëè m = Iā ⊂ k[x1, . . . , xn] � èäåàë òî÷êè, òî k(m) = k.

Îïðåäåëåíèå 14. Ïîëå L � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ k, åñëè k ⊂ L è L � êîíå÷íîìåðíîå
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä k. Ðàçìåðíîñòü ýòîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ
ðàçìåðíîñòüþ ðàñøèðåíèÿ.

Ïðèìåð 15. R ⊂ C, Q ⊂ Q[
√

2], C(t3) ⊂ C(t), ëþáûå ðàñøèðåíèÿ êîíå÷íûõ ïîëåé �
êîíå÷íûå. Ðàñøèðåíèå Q ⊂ R � íå êîíå÷íîå.

Ïóñòü êîëüöî A êîíå÷íî ïîðîæäåíî íàä íåêîòîðûì ïîëåì k è m ⊂ A � ìàêñèìàëüíûé
èäåàë. Òîãäà ïîëå âû÷åòîâ k(m) � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå k. Ýòî âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé
òåîðåìû.

Òåîðåìà 16 (àëãåáðàè÷åñêàÿ âåðñèÿ òåîðåìû Ãèëüáåðòà î íóëÿõ). Ïóñòü A � êîíå÷íî
ïîðîæä¼ííàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A � ïîëå. Òîãäà A � êîíå÷íîå ðàñ-
øèðåíèå ïîëÿ k.

Ñëåäñòâèå 17. Ïóñòü àëãåáðà A êîíå÷íî ïîðîæäåíà íàä íåêîòîðûì ïîëåì k è m ⊂ A �
ìàêñèìàëüíûé èäåàë. Òîãäà ïîëå âû÷åòîâ k(m) � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àëãåáðà k(m) òàêæå êîíå÷íî ïîðîæäåíà íàä k, è ìîæíî ïðèìåíèòü òåî-
ðåìó.

Ñëåäñòâèå 18. Åñëè âäîáàâîê ê ïðåäûäóùåìó ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, òî k(m) =
k.

Ñëåäñòâèå 19 (ãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðñèÿ òåîðåìû î íóëÿõ). Åñëè ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çà-
ìêíóòî, òî âñå ìàêñèìàëüíûå èäåàëû êîëüöà k[x1, . . . , xn] èìåþò âèä Iā, ãäå ā ∈ An

k .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m ìàêñèìàëåí. Èìååì èçîìîðôèçì s : k[x1, . . . , xn]/m→ k. Ïóñòü
s(xi) = ai ∈ k. Òîãäà s(xi − ai) = 0 è xi − ai ∈ m. Çíà÷èò, â ñèëó ìàêñèìàëüíîñòè m =
I(a1,...,an).
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