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Ïîëÿ

×òîáû äâèãàòüñÿ äàëüøå, ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ èç òåîðèè ïîëåé. Íàïîìíèì

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîëå L � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ k, åñëè k ⊂ L è L � êîíå÷íîìåðíîå
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä k. Ðàçìåðíîñòü ýòîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ
ñòåïåíüþ ðàñøèðåíèÿ è îáîçíà÷àåòñÿ [L : k].

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè ðàñøèðåíèÿ ïîëåé k ⊂ L è L ⊂ M êîíå÷íû, òî è ðàñøèðåíèå

k ⊂M êîíå÷íî, ïðè ýòîì [L : k] · [M : L] = [M : k].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e1, . . . , en � áàçèñ L íàä k, à f1, . . . , fm � áàçèñ M íàä L. Òîãäà âñå
ïðîèçâåäåíèÿ eifj îáðàçóþò áàçèñ M íàä k. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x ∈M ïðîèçâîëüíûé, òî
x =

∑
j αjfj, ãäå αj ∈ L, çíà÷èò αj =

∑
i βijei, ïîëó÷àåì x =

∑
j

∑
i βijeifj, ãäå βij ∈ k.

Ïîêàæåì, ÷òî eifj ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Åñëè
∑

j

∑
i βijeifj = 0, òî âñå

∑
i βijei = 0 ò.ê. fj

ëèíåéíî íåçàâèñèìû è çíà÷èò âñå βij = 0 ò.ê. ei ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü k ⊂ L � ðàñøèðåíèå ïîëåé è α ∈ L. Ýëåìåíò α íàçûâàåòñÿ
àëãåáðàè÷åñêèì íàä k, åñëè ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí f ∈ k[x] òàêîé, ÷òî f(α) = 0.
Èíà÷å α íàçûâàåòñÿ òðàíñöåíäåíòíûì.

Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà α ∈ L ìíîãî÷ëåíû f ∈ k[x] òàêèå, ÷òî f(α) = 0, îáðàçóþò èäåàë
â k[x]. Ýòîò èäåàë, êàê è âñå èäåàëû â êîëüöå k[x], ãëàâíûé. Åñëè α àëãåáðàè÷åñêèé, òî
ýòîò èäåàë íåíóëåâîé.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïîðîæäàþùèé ýòîò èäåàë ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîãî-
÷ëåíîì àëãåáðàè÷åñêîãî ýëåìåíòà, îáîçíà÷èì åãî fα.

Èìååòñÿ ãîìîìîðôèçì êîëåö k[x] → L, ïåðåâîäÿùèé x â α. Åãî ÿäðî � (fα), ïîýòîìó
ïîäêîëüöî k[α] â L, ïîðîæä¼ííîå α, èçîìîðôíî k[x]/(fα). Ýòî ïîäêîëüöî íå èìååò äåëèòå-
ëåé íóëÿ, ïîýòîìó ìíîãî÷ëåí fα íåïðèâîäèì.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïîäêîëüöî k[α] ⊂ L ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, ïðè÷¼ì ýòî ïîëå � êîíå÷íîå ðàñ-

øèðåíèå k, åãî ñòåïåíü ðàâíà ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà fα.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èäåàë (fα) â êîëüöå ãëàâíûõ èäåàëîâ k[x] ïîðîæä¼í íåïðèâîäèìûì ìíî-

ãî÷ëåíîì, çíà÷èò îí ìàêñèìàëåí. Èíà÷å, äëÿ ëþáîãî g ∈ k[x], g 6 ...fα, ìíîãî÷ëåíû fα è g
âçàìíî ïðîñòû. Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû u, v ∈ k[x] äëÿ êîòîðûõ fαu+gv = 1. Ïîä-
ñòàâëÿÿ α, ïîëó÷èì g(α)v(α) = 1, çíà÷èò v(α) � îáðàòíûé ê g(α). Áàçèñîì k[α] = k[x]/(fα)
íàä k áóäóò îáðàçû 1, x, x2, . . . , xdeg fα−1. Ïî ìîäóëþ fα ÷åðåç íèõ âûðàæàþòñÿ âñå ìíîãî-
÷ëåíû, à ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé íà íèõ íåò, ò.ê. â (fα) íåò ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ìåíüøå
deg fα.

Ïîëå k[α] íàçûâàåòñÿ ïîëåì, ïîðîæä¼ííûì ýëåìåíòîì α íàä k. Ñòåïåíüþ degα ýëå-
ìåíòà α íàä k íàçûâàåòñÿ [k[α] : k] = deg fα.
Çàäà÷à 1. Ó àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûõ ïîëåé íåò êîíå÷íûõ ðàñøèðåíèé, êðîìå òðèâè-
àëüíîãî.
Çàäà÷à 2. Ïîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíòû a)

√
2 +
√

7, b) 3
√

2 +
√

3, c)
√

2 + 4
√
−2 àëãåáðàè÷íû

íàä Q. Íàéäèòå èõ ñòåïåíè.
Çàäà÷à 3. a) , b) , c)Íàéäèòå èõ ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû.
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Çàäà÷à 4. Íàéäèòå ñòåïåíè ýëåìåíòîâ a)u2 + 1, 1/(u+ 1) â ðàñøèðåíèè C(u3) ⊂ C(u);

b)u+ v, uv â ðàñøèðåíèè C(u3, v3) ⊂ C(u, v).
Çàäà÷à 5. a) , b)Íàéäèòå èõ ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû.

Îáðàòíî, åñëè ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ k[x] íåïðèâîäèì, òî ìîæíî îïðåäåëèòü ðàñøèðåíèå
ïîëÿ k, ïîëó÷åííîå ïðèñîåäèíåíèåì êîðíÿ f . Ðàññìîòðèì ôàêòîðêîëüöî L = k[x]/(f). Îíî
ñîäåðæèò k è ÿâëÿåòñÿ ïîëåì (ò.ê. èäåàë (f) ìàêñèìàëåí). Ðàñøèðåíèå k ⊂ L êîíå÷íî,
áàçèñîì L íàä k ÿâëÿþòñÿ îáðàçû ýëåìåíòîâ 1, x, . . . , xdeg f−1. Ñîîòâåòñòâåííî, [L : k] =
deg f . Ýëåìåíò [x] â L � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f . Ïîëå L � åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî
èçîìîðôèçìà ïîëå, ñîäåðæàùåå k è ïîðîæä¼ííîå íàä íèì îäíèì ýëåìåíòîì, êîòîðûé åñòü
êîðåíü f .

Çàìå÷àíèå 6. Åñëè ìíîãî÷ëåí f ïðèâîäèì, òî ïîëå, ïîëó÷åííîå äîáàâëåíèåì åãî êîðíÿ,
íå åäèíñòâåííî. Íàïðèìåð, äîáàâëÿÿ ê Q êîðåíü ìíîãî÷ëåíà x4−4, ìîæíî ïîëó÷èòü ïîëÿ
Q[
√

2] è Q[
√
−2].

Çàäà÷à 6. Íàéäèòå ñòåïåíü ïîëÿ, ïîëó÷åííîãî äîáàâëåíèåì êîðíåé ìíîãî÷ëåíà x4+4 ê Q.
Çàäà÷à 7. a)Ïóñòü k ⊂ L � ðàñøèðåíèå ïîëåé, α, β ∈ L � àëãåáðàè÷åñêèå ýëåìåíòû. Òîãäà
ðàñøèðåíèå k[α, β] ⊃ k êîíå÷íî è [k[α, β] : k] 6 degα · deg β. b)Ýëåìåíòû α ± β, αβ, α/β
àëãåáðàè÷íû íàä k.

Äëÿ òðàíñöåíäåíòíîãî ýëåìåíòà α ∈ L ïîäêîëüöî k[α] èçîìîðôíî êîëüöó ìíîãî÷ëåíîâ
k[x] è íå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

Ïðåäëîæåíèå 7. Åñëè k ⊂ L � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëåé, òî ëþáîé ýëåìåíò α ∈ L
àëãåáðàè÷åí íàä k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñòåïåíè 1, α, α2, α3, . . . ëåæàò â êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå
L è ïîòîìó ëèíåéíî çàâèñèìû íàä k. Çíà÷èò, åñòü ñîîòíîøåíèå

∑
αici = 0, ãäå ci ∈ k, ýòî

è îçíà÷àåò, ÷òî α àëãåáðàè÷åí.

Ïðåäëîæåíèå 8. Åñëè k ⊂ L � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëåé, è k ⊂ F ⊂ L, ãäå F � êîëüöî,

òî F � ïîëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè F ïîðîæäåíî íàä k êàê àëãåáðà îäíèì ýëåìåíòîì, òî âñ¼ áûëî
äîêàçàíî ðàíüøå. Èíà÷å âîçüì¼ì α ∈ F \ k è ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî ñòåïåíè [L : k] ê
ðàñøèðåíèþ k[α] ⊂ F ⊂ L.

Ñëåäñòâèå 9. Ïóñòü àëãåáðû A è B êîíå÷íî ïîðîæäåíû íàä ïîëåì k, f : A→ B � ãîìî-

ìîðôèçì íàä k è n ⊂ B � ìàêñèìàëüíûé èäåàë. Òîãäà èäåàë m = nc ⊂ A òîæå ìàêñèìàëåí

è èìååòñÿ öåïî÷êà âëîæåíèé k→ k(m)→ k(n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ A
f−→ B → B/n. Å¼ ÿäðî � m, ïîëó÷àåì âëî-

æåíèå A/m → B/n, òàêæå èìååòñÿ âëîæåíèå k → A/m. Ïî ïðåäëîæåíèþ 8 A/m � ïîëå,
çíà÷èò m � ìàêñèìàëüíûé èäåàë è èìååì âëîæåíèÿ k→ k(m)→ k(n).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé çàìêíóòîé òî÷êè m ñïåêòðà êîëüöà A, êîíå÷íî ïîðîæä¼í-
íîãî íàä ïîëåì k, èìååòñÿ ïîëå âû÷åòîâ k(m), ýòî êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå k. ×åì áîëüøå
ýòî ïîëå, òåì ¾òîëùå¿ çàìêíóòàÿ òî÷êà. Åñëè ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, òî ïîëÿ
âû÷åòîâ âñåõ ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ A ñîâïàäàþò ñ k è çàìêíóòûå òî÷êè íå ðàçëè÷àþòñÿ
ïî ðàçìåðó.
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Ïóñòü èìååòñÿ ñèñòåìà ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé fi(x1, . . . , xn) = 0, ãäå fi � ìíîãî-
÷ëåíû íà ïîëåì k è A = k[x1, . . . , xn]/(fi). Ëþáîå å¼ ðåøåíèå ā = (a1, . . . , an) ∈ Ln íàä
êîíå÷íûì ðàñøèðåíèåì L ⊃ k îïðåäåëÿåò èäåàë Iā = {[f ] ∈ A | f(a1, . . . , an) = 0}. Ãîìî-
ìîðôèçì âû÷èñëåíèÿ

s : A→ L, [f ] 7→ f(ā)

èìååò ÿäðîì Iā, ïîýòîìó A/Iā ∼= im s ⊂ L. Çàìåòèì, ÷òî L ⊃ im s ⊃ k. Çíà÷èò, ïî ïðåäëî-
æåíèþ 8 A/Iā � ïîëå è èäåàë Iā ìàêñèìàëüíûé, åãî ïîëå âû÷åòîâ âëîæåíî â L.

Îáðàòíî, ïóñòü m ⊂ A � ìàêñèìàëüíûé èäåàë è åãî ïîëå âû÷åòîâ âêëàäûâàåòñÿ â L:
σ : A/m→ L. Òîãäà m èìååò âèä Iā äëÿ íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ā ∈ Ln. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïóñòü σ([xi]) = ai ∈ L, ýòè ai äàþò ðåøåíèå ñèñòåìû, òàê êàê

fi(a1, . . . , an) = fi(σ([x1]), . . . , σ([xn])) = σ(fi([x1], . . . , [xn]) = σ([fi]) = 0.

Ïóñòü òåïåðü ìíîãî÷ëåí f ∈ k[x1, . . . , xn] îáðàùàåòñÿ â íîëü â ā = (a1, . . . , an). Òîãäà
σ([f(x1, . . . , xn)]) = f(σ([x1, . . . , xn])) = f(a1, . . . , an) = 0, è òàê êàê σ âëîæåíèå, òî [f ] = 0
è çíà÷èò f ∈ m. Ò.å. Iā ⊂ m è èç-çà ìàêñèìàëüíîñòè Iā = m.

Òåì ñàìûì, äîêàçàíî

Ïðåäëîæåíèå 10. Ïóñòü fi ∈ k[x1, . . . , xn] � ìíîãî÷ëåíû. Ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

fi(x1, . . . , xn) = 0 â ïîëå L ñîîòâåòñòâóþò âëîæåíèÿì ïîëåé âû÷åòîâ k(m)→ L ìàêñè-

ìàëüíûõ èäåàëîâ m êîëüöà k[x1, . . . , xn]/(fi).

Òàêèì îáðàçîì îäíî êîëüöî k[x1, . . . , xn]/(fi) õðàíèò èíôîðìàöèþ î ðåøåíèÿõ ñèñòåìû
óðàâíåíèé íàä âñåâîçìîæíûìè ðàñøèðåíèÿìè ïîëÿ k.

Âåðí¼ìñÿ òåïåðü ê òåîðåìå î íóëÿõ.

Òåîðåìà 11 (àëãåáðàè÷åñêàÿ âåðñèÿ òåîðåìû Ãèëüáåðòà î íóëÿõ). Ïóñòü A � êîíå÷íî ïî-

ðîæä¼ííàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì k, ñàìà ÿâëÿþùàÿñÿ ïîëåì. Òîãäà A � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå

ïîëÿ k.

Ïðèìåð 12. 1. Ïóñòü A = k[x]. Òîãäà A êîíå÷íî ïîðîæäåíà íàä k êàê àëãåáðà, íî A �
íå ïîëå. Òåîðåìà íåïðèìåíèìà, è A � íå êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä k.

2. Ïóñòü A = k(x). Òîãäà A � ïîëå è A êîíå÷íî ïîðîæäåíî íàä k êàê ïîëå. Íî A
íå êîíå÷íî ïîðîæäåíà êàê àëãåáðà. Òåîðåìà íåïðèìåíèìà, è A � íå êîíå÷íîìåðíîå
ïðîñòðàíñòâî íàä k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé: A ïîðîæäåíà íàä k îäíèì ýëåìåíòîì x.
Òîãäà åñëè x àëãåáðàè÷åñêèé íàä k, òî ðàñøèðåíèå êîíå÷íî, ò.ê. ìîæíî âûáðàòü áàçèñ
íàä k èç ñòåïåíåé x. Åñëè æå x òðàíñöåíäåíòåí íàä k, òî A ∼= k(x), à ýòî íå êîíå÷íî
ïîðîæä¼ííàÿ àëãåáðà íàä k.

Â îáùåì ñëó÷àå èäåÿ òà æå. Ïóñòü x1, . . . , xn ïîðîæäàþò A íàä k. Òîãäà ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ïåðåíóìåðàöèè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x1, . . . , xm àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä k, à
xm+1, . . . , xn àëãåáðàè÷íû íàä ïîëåì F = k(x1, . . . , xm). Òîãäà ïîëå A � êîíå÷íîå ðàñøèðå-
íèå F , òàê êàê ïîðîæäåíî êîíå÷íûì ÷èñëîì àëãåáðàè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ. Ïóñòü e1, . . . , ed �
áàçèñ A êàê âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä F . Âûðàçèì ïîðîæäàþùèå: xi =

∑
cijej, cij ∈ F .

Âûðàçèì ïðîèçâåäåíèÿ: eiej =
∑
cijkek, cijk ∈ F . Ëþáîé ýëåìåíò â A � ìíîãî÷ëåí îò xi ñ

êîýôôèöèåíòàìè â k. Ïîäñòàâèì â íåãî âìåñòî xi èõ âûðàæåíèÿ ÷åðåç ej, ïîòîì ïîñëåäî-
âàòåëüíî áóäåì çàìåíÿòü ïðîèçâåäåíèÿ eiej íà èõ âûðàæåíèå ÷åðåç ek. Ïîëó÷èì, ÷òî
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ëþáîé ýëåìåíò a â A çàïèñûâàåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ei,
ãäå êîýôôèöèåíòû � ìíîãî÷ëåíû îò cij è cijk:

a =
∑

epλp, λp ∈ k[cij, cijk].

Ýëåìåíòû cij è cijk � ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè îò x1, . . . , xm. Â çíàìåíàòåëÿõ â íèõ ó÷àñòâóåò
êîíå÷íîå ÷èñëî íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, â âûðàæåíèè âñåõ ýëåìåíòîâ
a =

∑
epλp â çíàìåíàòåëÿõ λp âñòðå÷àåòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëå-

íîâ. Ïóñòü f ∈ k[x1, . . . , xm] � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí, êîòîðîãî òàì íåò. Ðàññìîòðèì
ýëåìåíò e1/f è ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå, åñëè òîëüêî m > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, m = 0, F = k
è A � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä k.
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