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Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîäóëåé

Â ïðîøëûé ðàç ìû îïðåäåëèëè òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîäóëåé íàä êîëüöîì. Ñåãîäíÿ
ìû ïîäðîáíåå åãî èçó÷èì.

Äëÿ íà÷àëà íàó÷èìñÿ âû÷èñëÿòü òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ.

Ëåììà 1. A⊗AM ∼= M äëÿ ëþáîãî A-ìîäóëÿ M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì âçàèìíî îáðàòíûå ãîìîìîðôèçìû â îáå ñòîðîíû. Ãîìîìîð-
ôèçì A ⊗A M → M ñòðîèòñÿ ïðè ïîìîùè áèëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ A ×M → M , ïåðå-
âîäÿùåãî (a,m) â am. Ãîìîìîðôèçì M → A⊗AM çàäàäèì ôîðìóëîé m 7→ 1⊗m. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî îíè âçàèìíî îáðàòíû.

Ïðèìåðû:

1. 0⊗A N ∼= 0 äëÿ ëþáîãî A-ìîäóëÿ N ;

2. C[x, y]⊗C C[z] ∼= C[x, y, z];

3. Ïóñòü X, Y � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà, RX ,RY � ìíîæåñòâà âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíê-
öèé íà X è Y . Òîãäà RX ⊗R RY ∼= RX×Y ;

4. Ïóñòü X, Y � ìíîæåñòâà (âîçìîæíî, ñ äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðîé), R(X), R(Y ) �
ìíîæåñòâà õîðîøèõ (â íåêîòîðîì ñìûñëå) ôóíêöèé íà X è Y . Òîãäà èìååòñÿ âëîæå-
íèå R(X)⊗R R(Y )→ R(X × Y ). Ýòîò ïðèìåð îáîáùàåò äâà ïðåäûäóùèõ.

Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ íàïîìèíàþò ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà óìíî-
æåíèÿ ÷èñåë � êîììóòàòèâíîñòü, àññîöèàòèâíîñòü, äèñòðèáóòèâíîñòü.

Ïðåäëîæåíèå 2. Äëÿ ëþáûõ A-ìîäóëåé M,M ′, N,K èìåþòñÿ êàíîíè÷åñêèå èçîìîðôèç-

ìû

1. (M ⊕M ′)⊗N ∼= (M ⊗N)⊕ (M ′ ⊗N);

2. (M ⊗N)⊗K ∼= M ⊗ (N ⊗K);

3. M ⊗N ∼= N ⊗M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî ïîñòðîèòü âçàèìíî îáðàòíûå ãîìîìîðôèç-
ìû ìåæäó ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿìè. Íàïðèìåð, îòîáðàæåíèå (M ⊕M ′)⊗N → (M ⊗N)⊕
(M ′ ⊗ N) ñòðîèòñÿ ïðè ïîìîùè áèëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ (M ⊕M ′) × N → (M ⊗ N) ⊕
(M ′ ⊗N), çàäàííîãî ôîðìóëîé ((m,m′), n) 7→ (m⊗ n,m′ ⊗ n).

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè M è N � ñâîáîäíûå ìîäóëè ñ áàçèñàìè ei è fj ñîîòâåòñòâåííî, òî
M ⊗N � ñâîáîäíûé ìîäóëü ñ áàçèñîì ei ⊗ fj.

Äîêàçàòåëüñòâî. M = ⊕Aei, N = ⊕Afj, ïî ñâîéñòâó 1 èç ïðåäëîæåíèÿ 2 è ëåììå 1
ïîëó÷àåì

M ⊗N =
⊕
i,j

(A⊗ A)(ei ⊗ fj) =
⊕
i,j

A(ei ⊗ fj).
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Òåïåðü íàó÷èìñÿ ïåðåìíîæàòü öèêëè÷åñêèå ìîäóëè.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü I ⊂ A � èäåàë è M � ìîäóëü íàä A. ×åðåç I · M îáîçíà÷èì
ïîäìîäóëü â M , ïîðîæä¼ííûé âñåìè ýëåìåíòàìè im, ãäå i ∈ I,m ∈M .

Â ÷àñòíîñòè, åñëè I, J ⊂ A � èäåàëû, òî I · J ⊂ A � ýòî èäåàë, ïîðîæä¼ííûé âñåìè
ïðîèçâåäåíèÿìè ij, i ∈ I, j ∈ J .

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü I ⊂ A � èäåàë è M � ìîäóëü íàä A. Òîãäà

A/I ⊗AM ∼= M/IM.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì âçàèìíî îáðàòíûå ãîìîìîðôèçìû â îáå ñòîðîíû. Ãîìîìîð-
ôèçì A/I ⊗A M → M/IM ñòðîèòñÿ ïðè ïîìîùè áèëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ A/I ×M →
M/IM , ïåðåâîäÿùåãî ([a],m) â [am]. Ãîìîìîðôèçì M/IM → A/I ⊗A M ñòðîèòñÿ ïðè
ïîìîùè ãîìîìîðôèçìà M → A/I ⊗M , ïåðåâîäÿùåãî m â [1]⊗m. Îí ïåðåâîäèò IM â 0 è
ïîòîìó ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç ôàêòîð.

Ïðåäëîæåíèå 6. Ïóñòü I, J ⊂ A � èäåàëû. Òîãäà A/I ⊗A A/J ∼= A/(I + J).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäûäóùåìó ïðåäëîæåíèþ A/I⊗A/J ∼= (A/J)/I(A/J) ∼= A/(I+J).
Ïîñëåäíèé èçîìîðôèçì ïîëó÷àåòñÿ ôàêòîðèçàöèåé ãîìîìîðôèçìà A/J → A/(I+J) ÷åðåç
åãî ÿäðî.

Òåíçîðíî ïåðåìíîæàòü ìîæíî íå òîëüêî ìîäóëè, íî è ãîìîìîðôèçìû ìîäóëåé. Ïóñòü
f : M → M ′ è g : N → N ′ � ãîìîìîðôèçìû A-ìîäóëåé. Îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçì
f⊗g : M⊗AN →M ′⊗AN ′ ðàâåíñòâîì (f⊗g)(m⊗n) = f(m)⊗g(n). Ãîâîðÿ áîëåå àêêóðàòíî,

ðàññìîòðèì ñêâîçíîå áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå M ×N →M ′ ×N ′ τ
′
−→M ′ ⊗N ′. Ïî óíèâåð-

ñàëüíîìó ñâîéñòâó òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, îíî ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç τ : M ×N →M ⊗N .
Ýòó êîíñòðóêöèþ óäîáíî èçîáðàæàòü äèàãðàììîé

M ×N f×g //

τ
��

M ′ ×N ′

τ ′

��
M ⊗N f⊗g //M ′ ⊗N ′

.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì ëåâîì (èëè ïðàâîì) àðãóìåíòå òåíçîðíîå óìíîæåíèå ñòàíîâèòñÿ
îïåðàöèåé, ñîïîñòàâëÿþùåé âñÿêîìó ìîäóëþ � ìîäóëü, à âñÿêîìó ãîìîìîðôèçìó � ãîìî-
ìîðôèçì ìîäóëåé. Òàêèå îïåðàöèè íàçûâàþòñÿ ôóíêòîðàìè:

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü A è B � äâà êîëüöà. Ôóíêòîðîì èç A-ìîäóëåé â B-ìîäóëè íàçû-
âàåòñÿ îïåðàöèÿ F , ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó A-ìîäóëþ M íåêîòîðûé B-ìîäóëü F (M), à
êàæäîìó ãîìîìîðôèçìó A-ìîäóëåé f : M → N � ãîìîìîðôèçì B-ìîäóëåé F (f) : F (M)→
F (N), äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû äâà ñâîéñòâà:

1. F (idM) = idF (M);

2. F (f ◦ g) = F (f) ◦ F (g).

Êàê ìû ãîâîðèëè ðàíüøå, äëÿ ëþáûõ A-ìîäóëåé M,N ìíîæåñòâî ãîìîìîðôèçìîâ
HomA(M,N) òîæå áóäåòA-ìîäóëåì. Ýòî ñîïîñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò ïðåâðàòèòü Hom â ôóíê-
òîð äâóìÿ ñïîñîáàìè, ôèêñèðóÿ ïåðâûé èëè âòîðîé àðãóìåíò.
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Ïðèìåð 8. Ôóíêòîð Hom(M,−) èç A-ìîäóëåé â A-ìîäóëè. ÏóñòüM � ôèêñèðîâàííûé ìî-
äóëü íàä A. Ïóñòü g : N → N ′ � ãîìîìîðôèçì. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ḡ : Hom(M,N)→
Hom(M,N ′): ḡ(φ) = g ◦ φ, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, îíî áóäåò ãîìîìîðôèçìîì ìîäóëåé. Ïîëî-
æèâ

F (N) = Hom(M,N), F (g) = ḡ,

ìû ïîëó÷èì ôóíêòîð.

Ôóíêòîðû, îïðåäåë¼ííûå âûøå, ñòðîãî ãîâîðÿ, íàçûâàþòñÿ êîâàðèàíòíûìè ôóíêòî-
ðàìè. Êîíòðàâàðèàíòíûå ôóíêòîðû îòëè÷àþòñÿ îò íèõ òåì, ÷òî ìåíÿþò íàïðàâëåíèå ñòðå-
ëîê.

Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü A è B � äâà êîëüöà. Êîíòðàâàðèàíòíûì ôóíêòîðîì èç A-
ìîäóëåé â B-ìîäóëè íàçûâàåòñÿ îïåðàöèÿ F , ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó A-ìîäóëþM íåêî-
òîðûé B-ìîäóëü F (M), à êàæäîìó ãîìîìîðôèçìó A-ìîäóëåé f : M → N � ãîìîìîðôèçì
B-ìîäóëåé F (f) : F (N)→ F (M), äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû äâà ñâîéñòâà:

1. F (idM) = idF (M);

2. F (f ◦ g) = F (g) ◦ F (f).

Ïðèìåð 10. Ôóíêòîð Hom(−, N) èç A-ìîäóëåé â A-ìîäóëè. Ïóñòü òåïåðü N � ôèêñè-
ðîâàííûé ìîäóëü íàä A. Ïóñòü f : M → M ′ � ãîìîìîðôèçì. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå
f̄ : Hom(M ′, N)→ Hom(M,N): f̄(φ) = φ ◦ f , êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, îíî áóäåò ãîìîìîðôèç-
ìîì ìîäóëåé. Ïîëîæèâ

F (M) = Hom(M,N), F (f) = f̄ ,

ìû ïîëó÷èì êîíòðàâàðèàíòíûé ôóíêòîð.

Ïðèìåð 11. Ôóíêòîð − ⊗A N èç A-ìîäóëåé â A-ìîäóëè. Ïóñòü N � ôèêñèðîâàííûé
ìîäóëü íàä A. Ïîëîæèâ

F (M) = M ⊗A N, F (f) = f ⊗ 1: M ⊗N →M ′ ⊗N äëÿ f : M →M ′,

ìû ïîëó÷èì êîâàðèàíòíûé ôóíêòîð òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ.

ßçûê ôóíêòîðîâ óäîáåí, òàê êàê ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î ðàçíûõ âåùàõ (íàïðèìåð, òåí-
çîðíîì óìíîæåíèè è ìîäóëÿõ ãîìîìîðôèçìîâ) îäíîâðåìåííî.

Îïðåäåëåíèå 12. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A-ìîäóëåé è ãîìîìîðôèçìîâ

(1) . . .→M i−1 di−1

−−→M i di−→M i+1 → . . .

íàçûâàåòñÿ òî÷íîé, åñëè im di−1 = ker di äëÿ ëþáîãî i.

×àñòíûå ñëó÷àè:

0→M ′ f−→M òî÷íà ⇐⇒ f èíúåêòèâåí;

M
g−→M ′′ → 0 òî÷íà ⇐⇒ g ñþðúåêòèâåí;

0→M ′ f−→M
g−→M ′′ → 0 òî÷íà ⇐⇒ f èíúåêòèâåí, g ñþðúåêòèâåí

è g èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì M/ im f ∼= M ′′.
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Îïðåäåëåíèå 13. Òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà

(2) 0→M ′ f−→M
g−→M ′′ → 0

íàçûâàåòñÿ êîðîòêîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

Çàäà÷à 1. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìîäóëÿ N òî÷íû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîëó÷åííûå
èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2)

0→ Hom(N,M ′)
f̄−→ Hom(N,M)

ḡ−→ Hom(N,M ′′),

0→ Hom(M ′′, N)
ḡ−→ Hom(M,N)

f̄−→ Hom(M ′, N).

Îïðåäåëåíèå 14. Ôóíêòîð íàçûâàåòñÿ òî÷íûì, åñëè îí ïåðåâîäèò ëþáóþ êîðîòêóþ òî÷-
íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â êîðîòêóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ôóíêòîð F íàçûâàåòñÿ
òî÷íûì ñëåâà (òî÷íûì ñïðàâà), åñëè îí ïåðåâîäèò ëþáóþ êîðîòêóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (2) â òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0 → F (M ′) → F (M) → F (M ′′) (â òî÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü F (M ′)→ F (M)→ F (M ′′)→ 0).

Òàêèì îáðàçîì, Hom(N,−) òî÷åí ñëåâà, è Hom(−, N) òî÷åí ñëåâà.
Çàäà÷à 2. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìîäóëÿ P ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1. äëÿ ëþáîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1) òî÷íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

. . .→ Hom(P,M i−1)→ Hom(P,M i)→ Hom(P,M i+1)→ . . . ;

2. äëÿ ëþáîé êîðîòêîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2) òî÷íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0→ Hom(P,M ′)→ Hom(P,M)→ Hom(P,M ′′)→ 0;

3. äëÿ ëþáîãî ñþðúåêòèâíîãî ãîìîìîðôèçìà g : M →M ′′ ãîìîìîðôèçì Hom(P,M)→
Hom(P,M ′′) ñþðúåêòèâåí.

Òàêèå ìîäóëè íàçûâàþòñÿ ïðîåêòèâíûìè.
Çàäà÷à 3. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìîäóëÿ I ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1. äëÿ ëþáîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1) òî÷íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

. . .← Hom(M i−1, I)← Hom(M i, I)← Hom(M i+1, I)← . . . ;

2. äëÿ ëþáîé êîðîòêîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2) òî÷íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0← Hom(M ′, I)← Hom(M, I)← Hom(M ′′, I)← 0;

3. äëÿ ëþáîãî èíúåêòèâíîãî ãîìîìîðôèçìà f : M ′ → M ãîìîìîðôèçì Hom(M, I) →
Hom(M ′, I) ñþðúåêòèâåí.

Òàêèå ìîäóëè íàçûâàþòñÿ èíúåêòèâíûìè.
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Çàäà÷à 4. Ïîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîäóëåé è ãîìîìîðôèçìîâ

M ′ f−→M
g−→M ′′ → 0 òî÷íà ⇐⇒ äëÿ ëþáîãî ìîäóëÿ N òî÷íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0→ Hom(M ′′, N)
ḡ−→ Hom(M,N)

f̄−→ Hom(M ′, N).

Çàäà÷à 5. Ïîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîäóëåé è ãîìîìîðôèçìîâ

0→M ′ f−→M
g−→M ′′ òî÷íà ⇐⇒ äëÿ ëþáîãî ìîäóëÿ N òî÷íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0→ Hom(N,M ′)
f̄−→ Hom(N,M)

ḡ−→ Hom(N,M ′′).

Ïðåäëîæåíèå 15. Èìååì åñòåñòâåííûå èçîìîðôèçìû äëÿ ëþáûõ A-ìîäóëåé M,N,K:

Hom(M ⊗A N,K) ∼= Hom(M,Hom(N,K)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåâàÿ ÷àñòü èçîìîðôíà ìíîæåñòâó áèëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé φ : M ×
N → K. Ëþáîå òàêîå îòîáðàæåíèå îïðåäåëÿåò ãîìîìîðôèçì ψ : M → Hom(N,K), ïåðå-
âîäÿùèé m â φ(m,−) ∈ Hom(N,K), è íàîáîðîò.

Ïðåäëîæåíèå 16. Ôóíêòîð − ⊗A N íà A-ìîäóëÿõ òî÷åí ñïðàâà. Òî åñòü, äëÿ ëþáîé

êîðîòêîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0→M ′ →M →M ′′ → 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

M ′ ⊗N →M ⊗N →M ′′ ⊗N → 0

òî÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî çàäà÷å 4, íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0→ Hom(M ′′ ⊗N,K)→ Hom(M ⊗N,K)→ Hom(M ′ ⊗N,K)

òî÷íà äëÿ ëþáîãî ìîäóëÿ K. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî ïðåäëîæåíèþ 15 èçîìîðôíà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè

0→ Hom(M ′′,Hom(N,K))→ Hom(M,Hom(N,K))→ Hom(M ′,Hom(N,K)),

êîòîðàÿ òî÷íà ïî òîé æå çàäà÷å 4.

Òî÷íîñòü ñïðàâà òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ äà¼ò âîçìîæíîñòü âû÷èñëÿòü åãî, èñïîëüçóÿ
ò.í. ðåçîëüâåíòû. Ïîêàæåì, êàê ýòî ðàáîòàåò, íà ïðèìåðå.

Ïðèìåð 17. Ïóñòü A = C[x, y], M = (x, y) ⊂ A, C = A/M . Âû÷èñëèì M ⊗AC è M ⊗AM .
Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì êîðîòêóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0→ Ae
f−→ Ae1 ⊕ Ae2

g−→M → 0,

ãäå f(e) = ye1 − xe2, à g(e1) = x, g(e2) = y. Óìíîæàÿ å¼ òåíçîðíî íà C, ïîëó÷èì òî÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Ce f̃−→ Ce1 ⊕ Ce2
g̃−→M ⊗ C→ 0,

ãäå f̃ = 0, òàê êàê íà C óìíîæåíèå íà x è y íóëåâîå. Çíà÷èò, g̃ � èçîìîðôèçì, è M ⊗C ∼=
C⊕ C. Âû÷èñëÿÿ àíàëîãè÷íî M ⊗M , ïîëó÷èì

M ⊗AM ∼= (M ⊕M)/〈(xy,−x2), (y2,−xy)〉.
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