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Ëîêàëèçàöèÿ äëÿ ìîäóëåé

Â ïðîøëûé ðàç ìû îïðåäåëèëè ëîêàëèçàöèþ êîëüöà ïî ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñèñòåìå è
âûÿñíèëè, êàê âåäóò ñåáÿ èäåàëû êîëüöà ïðè ëîêàëèçàöèè. Ñåãîäíÿ ìû íàó÷èìñÿ ëîêàëè-
çîâàòü ìîäóëè. Íî ñíà÷àëà ñäåëàåì âàæíîå çàìå÷àíèå, îòíîñÿùååñÿ ê êîëüöàì.

Ïðîñòûå èäåàëû êîëüöà Ap ñîîòâåòñòâóþò òåì ïðîñòûì èäåàëàì â A, êîòîðûå ñîäåð-
æàòñÿ â p. Ïîýòîìó ñðåäè ïðîñòûõ èäåàëîâ â Ap åñòü ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ. Ýòî
èäåàë pAp = pe, è îí ìàêñèìàëüíûé. Êîëåö ñ òàêèì ñâîéñòâîì íàì äî ñèõ ïîð íå âñòðå÷à-
ëîñü, îäíàêî îíè óñòðîåíû çàìåòíî ïðîùå ïðîèçâîëüíûõ êîëåö è èãðàþò â àëãåáðå âàæíóþ
ðîëü. Òàêèå êîëüöà íàçûâàþòñÿ ëîêàëüíûìè.

Îïðåäåëåíèå 1. Êîëüöî A íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì, åñëè îíî ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ìàê-
ñèìàëüíûé èäåàë.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ìàêñèìàëüíûé èäåàë m ⊂ A åäèíñòâåííûé ⇐⇒ âñå ýëåìåíòû A \m
îáðàòèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m åäèíñòâåííûé è x /∈ m. Åñëè (x) = A, òî x îáðàòèì. Åñëè
èäåàë (x) ñîáñòâåííûé, òî îí âëîæèì â íåêîòîðûé ìàêñèìàëüíûé èäåàë m′. Ïðè ýòîì
m 6= m′ òàê êàê x ∈ m′, x /∈ m, ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü âñå ýëåìåíòû èç A \ m îáðàòèìû è m′ � îòëè÷íûé îò m ìàêñèìàëüûíé èäåàë.
Òàê êàê m′ 6⊂ m, ∃y ∈ m′ \m. Ïî óñëîâèþ y îáðàòèì, à çíà÷èò m′ = A, ïðîòèâîðå÷èå.

Ïðèìåðû ëîêàëüíûõ êîëåö:

1. êîëüöà Ap;

2. ïîëÿ;

3. êîëüöà k[x]/(xn).

Çàìå÷àíèå 3. Êàê áûëî ñêàçàíî, ëîêàëèçàöèÿ êîëüöà ïî ïðîñòîìó èäåàëó � ëîêàëüíîå
êîëüöî. Áîëåå òîãî, ëþáîå ëîêàëüíîå êîëüöî ïîëó÷àåòñÿ ëîêàëèçàöèåé ïî ïðîñòîìó èäåàëó.
Íàïðèìåð, ñàìîãî ñåáÿ ïî ñâîåìó ìàêñèìàëüíîìó èäåàëó. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè A ëîêàëüíî
è m � ìàêñèìàëüíûé èäåàë, òî S = A \ m ñîñòîèò èç îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ. Ïîýòîìó
ëîêàëèçàöèÿ A ïî S èçîìîðôíà A.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ìîäóëÿì. Èõ òîæå ìîæíî ëîêàëèçîâàòü.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü M � ìîäóëü íàä êîëüöîì A, à S ⊂ A � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñè-
ñòåìà. Îïðåäåëèì ëîêàëèçàöèþ M ïî S êàê ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè äðîáåé
m/s, ãäå m ∈ M, s ∈ S, ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè m/s ∼ m′/s′, åñëè ∃t ∈ S äëÿ
êîòîðîãî t(ms′ −m′s) = 0. Îáîçíà÷åíèå: S−1M .

Òàê æå, êàê è äëÿ ëîêàëèçàöèè êîëåö, ìîæíî ââåñòè íà S−1M ñëîæåíèå ïî îáû÷íûì
ïðàâèëàì ñëîæåíèÿ äðîáåé. Ïîëó÷èì àáåëåâó ãðóïïó. Êðîìå òîãî, ìîæíî ââåñòè íà S−1M
óìíîæåíèå íà ýëåìåíòû èç S−1A ïî ïðàâèëó a/s ·m/s′ = am/ss′, ýòî ïðåâðàùàåò S−1M â
S−1A-ìîäóëü. Íàêîíåö, âñÿêèé ãîìîìîðôèçì f : M → N èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçì S−1A-
ìîäóëåé f̄ = S−1f : S−1M → S−1N ïî ïðàâèëó m/s 7→ f(m)/s. Òàêèì îáðàçîì, ëîêàëèçà-
öèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêòîðîì èç A-ìîäóëåé â S−1A-ìîäóëè.
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Ïðåäëîæåíèå 5. Ëîêàëèçàöèÿ � òî÷íûé ôóíêòîð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

M ′ f−→M
g−→M ′′

áóäåò òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

S−1M ′ f̄−→ S−1M
ḡ−→ S−1M ′′.

Äåéñòâèòåëüíî, im f̄ ⊂ ker ḡ, òàê êàê ḡf̄(m′/s) = ḡ(f(m′)/s) = g(f(m′))/s = 0.
Îáðàòíî, ïóñòü m/s ∈ ker ḡ. Òîãäà g(m)/s = 0, ïîýòîìó äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ S èìååì

tg(m) = 0, ò.å. g(tm) = 0. Çíà÷èò tm ∈ im f , íàéä¼òñÿ m′ ∈ M ′ òàêîé, ÷òî f(m′) = tm.
Òîãäà f(m′/ts) = f(m′)/ts = tm/ts = m/s, ïîýòîìó m/s ∈ im f̄ .

Ñëåäñòâèå 6. Ïóñòü N ⊂M � ìîäóëè íàä A, à S ⊂ A � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñèñòåìà.

Òîãäà S−1N � ïîäìîäóëü â S−1M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ëîêàëèçàöèþ ê òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0→ N →M .

Çàìå÷àíèå 7. Çàìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ íåâåð-
íî: íå âñåãäà N ⊗K � ïîäìîäóëü â M ⊗K.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü K,N ⊂M � ïîäìîäóëè ìîäóëÿ M íàä A. Ïîêàæèòå, ÷òî

a)S−1K + S−1N = S−1(K +N);

b)S−1K ∩ S−1N = S−1(K ∩N);

c)S−1M/ ∩ S−1N ∼= S−1(M/N).
Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ëîêàëèçàöèÿ ìîäóëÿ ñâîäèòñÿ ê òåíçîðíîìó óìíîæåíèþ íà ëîêà-

ëèçîâàííîå êîëüöî:

Ïðåäëîæåíèå 8. Ìîäóëü S−1M èçîìîðôåí (S−1A)⊗AM êàê S−1A-ìîäóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ãîìîìîðôèçìû â îáå ñòîðîíû. ×òîáû ïîñòðîèòü ãîìîìîð-
ôèçì (S−1A)⊗AM → S−1M , ðàññìîòðèì áèëèíåéíîå íàä A îòîáðàæåíèå (S−1A)×M →
S−1M , çàäàííîå ôîðìóëîé (a/s,m) 7→ am/s (òóò íóæíî ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü).

Ãîìîìîðôèçì S−1M → (S−1A) ⊗A M çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé m/s 7→ 1/s ⊗ m, ïðîâåðèì
êîððåêòíîñòü. Åñëè m/s = m′/s′, òî ïðè íåêîòîðîì t ∈ S âûïîëíåíî t(ms′ − m′s) = 0.
Èìååì

1

s
⊗m =

ts′

sts′
⊗m =

1

sts′
⊗ ts′m =

1

sts′
⊗ tsm′ = ts

sts′
⊗m′ = 1

s′
⊗m.

Îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñòðîåííûå îòîáðàæåíèÿ � ãîìîìîðôèçìû ìîäóëåé íàä S−1A è
÷òî îíè âçàèìíî îáðàòíû.

Çàìå÷àíèå 9. Ýòî ïðåäëîæåíèå, ïî ñóòè, îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêòîð ëîêàëèçàöèè � ýòî ÷àñò-
íûé ñëó÷àé îáùåé êîíñòðóêöèè ðàñøèðåíèÿ ñêàëÿðîâ.
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Ïóñòü φ : A→ B � ãîìîìîðôèçì êîëåö, òîãäà B ñòàíîâèòñÿ A-ìîäóëåì: îïðåäåëèì a ·b êàê
φ(a)b. ÏóñòüM � ìîäóëü íàä A, ïîñòðîèì ïî íåìó B-ìîäóëü. À èìåííî, âîçüì¼ì A-ìîäóëü
B ⊗A M è ñäåëàåì åãî B-ìîäóëåì. Óìíîæåíèå çàäàäèì ôîðìóëîé b · b′ ⊗ m = bb′ ⊗ m.
Ãîâîðÿ àêêóðàòíåå, îïðåäåëèì óìíîæåíèå B ×B ⊗AM → B ⊗AM êàê êîìïîçèöèþ

B ×B ⊗AM → B ⊗A (B ⊗AM)→ (B ⊗A B)⊗AM → B ⊗AM

(çäåñü èñïîëüçîâàíà àññîöèàòèâíîñòü òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ è ãîìîìîðôèçì óìíîæåíèÿ
B ⊗A B → B).

Òàêèì îáðàçîì, òåíçîðíîå óìíîæåíèå íà B íàä A äà¼ò ôóíêòîð èç A-ìîäóëåé â B-
ìîäóëè. Äëÿ B = S−1A ïîëó÷àåòñÿ ôóíêòîð ëîêàëèçàöèè.

Ñëåäñòâèå 10. Ëîêàëèçàöèÿ ïåðåñòàíîâî÷íà ñ òåíçîðíûì óìíîæåíèåì: äëÿ A-ìîäóëåé
M,N èìååì (S−1M)⊗S−1A (S−1N) ∼= S−1(M ⊗A N).

Äîêàçàòåëüñòâî.

(S−1M)⊗S−1A (S−1N) ∼= ((S−1A)⊗AM)⊗S−1A ((S−1A)⊗A N) ∼=
∼= (M ⊗A (S−1A))⊗S−1A ((S−1A)⊗A N) ∼= M ⊗A ((S−1A)⊗S−1A (S−1A))⊗A N ∼=

∼= M ⊗A (S−1A)⊗A N ∼= (S−1A)⊗A (M ⊗A N) ∼= S−1(M ⊗A N).

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ëîêàëèçàöèè � ïåðåõîä îò âñåãî ñïåêòðà êîëüöà ê åãî áîëåå
ìàëåíüêèì ÷àñòÿì, íàïðèìåð ãëàâíûì îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâàì èëè ¾áåñêîíå÷íî ìàëîé¿
îêðåñòíîñòè òî÷êè. Âîïðîñ ÷àñòî áûâàåò ïðîùå ðåøèòü íàä ëîêàëüíûì êîëüöîì, ÷åì íàä
ïðîèçâîëüíûì. Ïðè ýòîì ìíîãèå ãëîáàëüíûå ñâîéñòâà ñâîäÿòñÿ ê ëîêàëüíûì.

Äëÿ ïðîñòîãî èäåàëà p ⊂ A îáîçíà÷èì ÷åðåç Mp ëîêàëèçàöèþ S−1M , ãäå S = A \ p.

Îïðåäåëåíèå 11. Ãîâîðÿò, ÷òî íåêîòîðîå ñâîéñòâî P ìîäóëÿM íàä êîëüöîì A ëîêàëüíî,
åñëè âûïîëíåíèå P äëÿ M íàä A ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ P äëÿ Mp íàä Ap äëÿ âñåõ
ïðîñòûõ èäåàëîâ p ⊂ A.

Ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå ïðèìåðû.

Ïðåäëîæåíèå 12. Ìîäóëü M = 0 ⇐⇒ Mp = 0 äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî èäåàëà p ⊂ A ⇐⇒
Mm = 0 äëÿ ëþáîãî ìàêñèìàëüíîãî èäåàëà m ⊂ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáà ñëåäñòâèÿ ⇒ î÷åâèäíû, âûâåäåì èç òðåòüåãî óòâåðæäåíèÿ ïåðâîå.
Ïóñòü m ∈ M,m 6= 0. Ðàññìîòðèì Annm = {a ∈ A | am = 0} ⊂ A, ýòî èäåàë. Òàê
êàê m 6= 0, èäåàë Annm ñîáñòâåííûé, âëîæèì åãî â ìàêñèìàëüíûé èäåàë m. Òîãäà äëÿ
S = A \m èìååì S ∩ Annm = ∅, çíà÷èò m/1 6= 0 â S−1M = Mm.

Ïðåäëîæåíèå 13. Âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. Ñâîéñòâî ãîìîìîðôèçìà áûòü èíúåêòèâíûì ëîêàëüíî: ãîìîìîðôèçì φ : M → N
èíúåêòèâåí ⇐⇒ äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî èäåàëà p ãîìîìîðôèçì φp : Mp → Np èíúåê-

òèâåí ⇐⇒ äëÿ ëþáîãî ìàêñèìàëüíîãî èäåàëà m ãîìîìîðôèçì φm èíúåêòèâåí.

2. Ñâîéñòâî áûòü ñþðúåêòèâíûì ëîêàëüíî.

3. Ñâîéñòâî áûòü èçîìîðôèçìîì ëîêàëüíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì 1. Ïåðâîå ñëåäñòâèå⇒ âåðíî, òàê êàê ëîêàëèçàöèÿ òî÷íà. Âòî-
ðîå ñëåäñòâèå ⇒ âåðíî òàê êàê ìàêñèìàëüíûå èäåàëû ïðîñòû. Ïîêàæåì, ÷òî èç òðåòüåãî
óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò ïåðâîå. Ïóñòü K = kerφ. Ðàññìîòðèì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
0→ K →M → N . Ïðè ëîêàëèçàöèè ïî ìàêñèìàëüíîìó èäåàëó m ïîëó÷èì òî÷íóþ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü 0→ Km →Mm
φ̄−→ Nm. Çäåñü φ̄ èíúåêòèâåí, ïîýòîìó Km = 0. Ýòî âåðíî äëÿ

âñåõ m, è ïî ïðåäëîæåíèþ 12 ïîëó÷àåì, ÷òî K = 0, ñëåäîâàòåëüíî φ èíúåêòèâåí.
Óòâåðæäåíèå 2 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóåòñÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

M
φ−→ N → N/ imφ.
Óòâåðæäåíèå 3 ñðàçó ñëåäóåò èç 1 è 2.

Ïðèìåðîì ëîêàëüíûõ ñâîéñòâ ÿâëÿåòñÿ è ýòà
Çàäà÷à 2. a)Ïîêàæèòå, ÷òî N (A) = 0 ⇐⇒ N (Ap) = 0 äëÿ âñåõ ïðîñòûõ èäåàëîâ p ⊂ A.

b)Âåðíî ëè, ÷òî â A íåò äåëèòåëåé íóëÿ ⇐⇒ â Ap íåò äåëèòåëåé íóëÿ äëÿ âñåõ ïðîñòûõ
èäåàëîâ p ⊂ A?
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