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Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå è í¼òåðîâû ìîäóëè è êîëüöà

Çàâåðøàÿ ðàçãîâîð î ëîêàëèçàöèè, ïîëó÷èì íàêîíåö îò íå¼ ïîëüçó � äîêàæåì ñôîðìó-
ëèðîâàííîå åù¼ íà ïåðâîé ëåêöèè

Ïðåäëîæåíèå 1. Íèëüðàäèêàë êîëüöà ðàâåí ïåðåñå÷åíèþ âñåõ åãî ïðîñòûõ ðàäèêàëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âëîæåíèå íèëüðàäèêàëà â ëþáîé ïðîñòîé èäåàë áûëî äîêàçàíî, ïîêà-
æåì îáðàòíîå. Ïóñòü a ∈ A � íå íèëüïîòåíòíûé ýëåìåíò, ïîêàæåì, ÷òî îí íå âõîäèò â íåêî-
òîðûé ïðîñòîé èäåàë â A. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ëîêàëèçàöèþ Aa è ëþáîé ìàêñèìàëüíûé
èäåàë m â íåé (îíè ñóùåñòâóþò). Åãî ñóæåíèå mc ⊂ A áóäåò ïðîñòûì èäåàëîì è íå áóäåò
ñîäåðæàòü ýëåìåíòîâ èç ñèñòåìû, ïî êîòîðîé ëîêàëèçîâàëè. Â ÷àñòíîñòè, a /∈ mc.

Òåïåðü âíîâü îáðàòèìñÿ ê ìîäóëÿì.

Îïðåäåëåíèå 2. ÌîäóëüM íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûì, åñëè îí ïîðîæä¼í êîíå÷-
íûì ÷èñëîì ñâîèõ ýëåìåíòîâ m1, . . . ,mn.

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ïðåäëîæåíèå 3. 1. Ïîêàæèòå, ÷òî ìîäóëüM êîíå÷íî ïîðîæä¼í ⇐⇒ ñóùåñòâóåò

ñþðúåêöèÿ An →M .

Ïóñòü 0→M ′ →M →M ′′ → 0 � òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîäóëåé.

2. Åñëè M ′ è M ′′ êîíå÷íî ïîðîæäåíû, òî è M êîíå÷íî ïîðîæä¼í.

3. ÅñëèM êîíå÷íî ïîðîæä¼í, íå îáÿçàòåëüíî îáà ìîäóëÿM ′ èM ′′ êîíå÷íî ïîðîæäåíû.

4. Ìîäóëè M è N êîíå÷íî ïîðîæäåíû ⇐⇒ M ⊕N êîíå÷íî ïîðîæä¼í.

Ïðèìåð 4. 1. Äëÿ A = Z èëè k[x] (èëè ëþáîãî êîëüöà ãëàâíûõ èäåàëîâ) ëþáîé ïîä-
ìîäóëü â A-ìîäóëå A ïîðîæä¼í îäíèì ýëåìåíòîì.

2. Åñëè A � ïîëå, òî êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ìîäóëè � ýòî êîíå÷íîìåðíûå âåêòîðíûå
ïðîñòðàíñòâà íàä k è ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ëþáîì ìèíèìàëüíîì ñåìåéñòâå îáðàçóþùèõ
îäèíàêîâî.

3. Êàê Z-ìîäóëü, ïîëå Q íå êîíå÷íî ïîðîæäåíî.

Îïðåäåëåíèå 5. Ìîäóëü M íàä êîëüöîì A íàçûâàåòñÿ í¼òåðîâûì, åñëè âñå åãî ïîäìî-
äóëè êîíå÷íî ïîðîæäåíû.

Ïðåäëîæåíèå 6. Ïóñòü 0 → M ′ → M
g−→ M ′′ → 0 � òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîäó-

ëåé.

1. Ìîäóëè M ′ è M ′′ í¼òåðîâû ⇐⇒ ìîäóëü M í¼òåðîâ.

2. Ïîäìîäóëü è ôàêòîðìîäóëü í¼òåðîâà ìîäóëÿ í¼òåðîâû.

3. Ìîäóëè M è N í¼òåðîâû ⇐⇒ M ⊕N í¼òåðîâ.

1



Àëãåáðàè÷åñêàÿ
ãåîìåòðèÿ 1

25.11.2013
Ëåêöèÿ 11

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü M í¼òåðîâ. Òîãäà ëþáîé ïîäìîäóëü â M ′ åñòü ïîäìîäóëü è â
M è ïîòîìó êîíå÷íî ïîðîæä¼í. Åñëè N ⊂ M ′′ � ïîäìîäóëü, òî ïîäìîäóëü g−1(N) ⊂ M
êîíå÷íî ïîðîæä¼í, çíà÷èò è N êîíå÷íî ïîðîæä¼í êàê ôàêòîðìîäóëü g−1(N).

Îáðàòíî, ïóñòü M ′ è M ′′ í¼òåðîâû. Ïóñòü N ⊂ M � ïîäìîäóëü. Ðàññìîòðèì òî÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0 → M ′ ∩ N → N → g(N) → 0. Â íåé ïîäìîäóëè M ′ ∩ N ⊂ M ′ è
g(N) ⊂ M ′′ êîíå÷íî ïîðîæäåíû. Çíà÷èò, ïî ïðåäëîæåíèþ 3.2 ìîäóëü N òîæå êîíå÷íî
ïîðîæä¼í.

2. è 3. ñëåäóþò ñðàçó èç 1., â 3. íóæíî ðàññìîòðåòü òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
0→M →M ⊕N → N → 0.

Ïðèìåð 7. Ïðèâåä¼ì ïðèìåð êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîãî íå í¼òåðîâà ìîäóëÿ. Ðàññìîòðèì
êîëüöî A = R[x1, x2, . . .] ìíîãî÷ëåíîâ îò áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. (Çàìåòèì, ÷òî
ìíîãî÷ëåí � ýòî êîíå÷íîå âûðàæåíèå, òàê ÷òî êàæäûé ìíîãî÷ëåí ïî îòäåëüíîñòè çàâèñèò
òîëüêî îò êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ.) Â í¼ì åñòü èäåàë I = (x1, x2, . . .), êîòîðûé íåëüçÿ
ïîðîäèòü êîíå÷íûì ÷èñëîì ìíîãî÷ëåíîâ. Ïðè ýòîì I � ïîäìîäóëü â ìîäóëå A, êîòîðûé
ïîðîæä¼í îäíèì ýëåìåíòîì 1. Ñòàëî áûòü, A � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé, íî íå í¼òåðîâ ìî-
äóëü.

Êîëüöà, â êîòîðûõ òàêîå íåâîçìîæíî, íàçûâàþòñÿ í¼òåðîâûìè � â ÷åñòü Ýììè Í¼òåð.
Â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè âñå âîçíèêàþùèå êîëüöà í¼òåðîâû, ÷åãî íåëüçÿ ñêàçàòü î
ãåîìåòðèè âîîáùå, ñì. ïðèìåðû íèæå.

Îïðåäåëåíèå 8. 1. Êîëüöî A íàçûâàåòñÿ í¼òåðîâûì, åñëè âñå åãî èäåàëû êîíå÷íî
ïîðîæäåíû.

2. Êîëüöî A íàçûâàåòñÿ í¼òåðîâûì, åñëè ëþáàÿ âîçðàñòàþùàÿ öåïî÷êà åãî èäåàëîâ
I1 ⊂ I2 ⊂ . . . ñòàáèëèçèðóåòñÿ, ò.å. íàéä¼òñÿ òàêîå n, ÷òî In = In+1 = In+2 = . . .

3. Êîëüöî A íàçûâàåòñÿ í¼òåðîâûì, åñëè ëþáîé êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé A-ìîäóëü í¼-
òåðîâ.

Ïðåäëîæåíèå 9. Äàííûå òðè îïðåäåëåíèÿ í¼òåðîâà êîëüöà ðàâíîñèëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1⇒ 2. Ïóñòü I1 ⊂ I2 ⊂ . . . � öåïî÷êà èäåàëîâ è I = ∪Ik. Òîãäà I � òîæå
èäåàë â A, ïóñòü îí ïîðîæä¼í ýëåìåíòàìè a1, . . . , an. Êàæäûé ai ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì
èäåàëå Iki , ïóñòü IN = Iki � òîò èç íèõ, ÷åé íîìåð íàèáîëüøèé. Îí ñîäåðæèò âñå ai, à
çíà÷èò IN ⊃ I è IN = IN+1 = . . ..

2⇒ 1. Ïóñòü I ⊂ A � èäåàë. Áóäåì ñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ â I ïî èíäóê-
öèè. Åñëè x1, . . . , xn ïîñòðîåíû è In = (x1, . . . , xn) 6= I, âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé xn+1 ∈ I\In.
Òîãäà ëèáî íà êàêîì-òî øàãå ïîëó÷èì In = I, îòêóäà I êîíå÷íî ïîðîæä¼í, ëèáî ïîëó÷èì
áåñêîíå÷íóþ ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ öåïî÷êó èäåàëîâ I1 ⊂ I2 ⊂ . . ., ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëî-
âèþ.

1⇒ 3. Åñëè M � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé A-ìîäóëü, òî ñóùåñòâóåò ñþðúåêöèÿ An → M
ïðè íåêîòîðîì n. Óñëîâèå 1 îçíà÷àåò, ÷òî A-ìîäóëü A í¼òåðîâ. Ïî ïðåäëîæåíèþ 6.3 ìîäóëü
An í¼òåðîâ, ïî ïðåäëîæåíèþ 6.2 ìîäóëü M òàêæå í¼òåðîâ.

3⇒ 1. Ðàññìîòðåòü êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé A-ìîäóëü A.
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Ïðèìåð 10. 1. Ëþáîå ïîëå � í¼òåðîâî êîëüöî.

2. Ëþáîå êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ í¼òåðîâî.

3. Êîëüöî R[x1, x2, . . .] íå í¼òåðîâî.

4. Åù¼ ïðèìåð íå í¼òåðîâà êîëüöà: êîëüöî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [0, 1]. Â
í¼ì åñòü ñòðîãî âîçðàñòàþùèå öåïî÷êè èäåàëîâ I1 ⊂ I2 ⊂ . . ., ãäå Ik = (x1/k) èëè Ik
� ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ðàâíûõ íóëþ íà [0, 1/k].

Îäíàêî áîëüøèíñòâî âñòðå÷àþùèõñÿ â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè êîëåö í¼òåðîâû. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû ýòî ïðîâåðèòü, íóæíà

Ëåììà 11. Ïóñòü A � í¼òåðîâî êîëüöî. Òîãäà êîëüöî A[x] òîæå í¼òåðîâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I ⊂ A[x] � èäåàë, ïîñòðîèì â I êîíå÷íóþ ñèñòåìó îáðàçóþùèõ.
Ïîëîæèì Ik = {a ∈ A | ∃f = axk + . . . ∈ I, deg f = k}, ýòî èäåàëû â A. Ïðèòîì

Ik ⊂ Ik+1: åñëè f = axk+. . . ∈ I èìååò ñòåïåíü k, òî xf = axk+1+. . . ∈ I èìååò ñòåïåíü k+1.
Öåïî÷êà èäåàëîâ Ik ñòàáèëèçèðóåòñÿ íà íåêîòîðîì èäåàëå IN = ∪kIk. Îí êîíå÷íî ïîðîæäåí
ýëåìåíòàìè a1, . . . , an, òàê êàê A í¼òåðîâî. Âûáåðåì ìíîãî÷ëåíû pi = aix

N + . . . ∈ IN
ñòåïåíè N . Ðàññìîòðèì A-ìîäóëü M = {f ∈ I | deg f < N}, ýòî ïîäìîäóëü â {f | deg f <
N} ∼= AN . Ïî òðåòüåìó îïðåäåëåíèþ í¼òåðîâîãî êîëüöà,M êîíå÷íî ïîðîæä¼í ýëåìåíòàìè
p′1, . . . , p

′
m.

Ïîêàæåì, ÷òî I ïîðîæä¼í p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
m. Ïóñòü p ∈ I, âåä¼ì èíäóêöèþ ïî d =

deg p. Åñëè deg p < N , òî p ∈ M è ïîýòîìó âûðàæàåòñÿ ÷åðåç p′i ñ êîýôôèöèåíòàìè â A.
Åñëè deg p = d > N è p = axd + . . ., òî a ∈ Id = IN , ïîýòîìó a =

∑
aici, ãäå ci ∈ A. Òîãäà

ìíîãî÷ëåí p̄ = xd−N
∑
cipi = axd + . . . ïîðîæä¼í pi è deg(p − p̄) < d, ïî ïðåäïîëîæåíèþ

èíäóêöèè p− p̄ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç pi è p′j.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷àåì

Òåîðåìà 12 (Ãèëüáåðòà î áàçèñå). Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ k[x1, x2, . . . , xn] íàä ïîëåì îò

íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ í¼òåðîâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî n.

×òîáû ðàçîáðàòüñÿ ñ í¼òåðîâîñòüþ îñòàëüíûõ êîëåö, ïîêàæåì, ÷òî êîíå÷íàÿ ïîðîæ-
ä¼ííîñòü èäåàëîâ ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ôàêòîðèçàöèè è ëîêàëèçàöèè.

Ïðåäëîæåíèå 13. Ôàêòîðêîëüöî í¼òåðîâà êîëüöà í¼òåðîâî. Ëîêàëèçàöèÿ í¼òåðîâà

êîëüöà í¼òåðîâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñïîëüçîâàòü âòîðîå îïðåäåëåíèå í¼òåðîâîñòè, ÷åðåç öåïî÷êè
âîçðàñòàþùèõ èäåàëîâ. Èäåàëû â A/I � ýòî âñ¼ ðàâíî, ÷òî èäåàëû â A, ñîäåðæàùèå I,
ïîýòîìó ñòàáèëèçàöèÿ öåïî÷êè èäåàëîâ â A âëå÷¼ò ñòàáèëèçàöèþ öåïî÷êè èäåàëîâ â A/I.

À èäåàëû â S−1A � ýòî âñ¼ ðàâíî, ÷òî èäåàëû â A, ÿâëÿþùèåñÿ ñóæåíèÿìè èäåàëîâ èç
S−1A. Ñòàáèëèçàöèÿ öåïî÷êè èäåàëîâ â S−1A ñðàçó ñëåäóåò èç ñòàáèëèçàöèè å¼ ñóæåíèÿ
â A.
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Îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåòñÿ

Ñëåäñòâèå 14. Ñëåäóþùèå êîëüöà í¼òåðîâû:

1. Ëþáîå êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîå êîëüöî íàä ïîëåì èëè íàä Z.

2. Êîëüöî ôóíêöèé íà ëþáîì àôôèííîì àëãåáðàè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè.

3. Ëþáàÿ ëîêàëèçàöèÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîãî êîëüöà íàä ïîëåì.

4. Ëîêàëèçàöèÿ êîëüöà ôóíêöèé íà ëþáîì àôôèííîì àëãåáðàè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè.

5. Ëîêàëüíîå êîëüöî íåïðèâîäèìîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ â ëþáîì àôôèííîì àëãåáðàè÷å-

ñêîì ìíîãîîáðàçèè.

Çàìå÷àíèå 15. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ïîäêîëüöî í¼òåðîâà êîëüöà ìîæåò íå áûòü í¼-
òåðîâûì: ëþáîå êîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ âêëàäûâàåòñÿ â ñâî¼ ïîëå ÷àñòíûõ, êîòîðîå
í¼òåðîâî.

Ñêàæåì òåïåðü íåìíîãî î ãåîìåòðè÷åñêîì ñìûñëå ëîêàëèçàöèè. Èñïîëüçóÿ äâîéñòâåí-
íîñòü ìåæäó èäåàëàìè â êîëüöå ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé íà ìíîãîîáðàçèè è ïîäìíîãîîáðà-
çèÿìè, ïîëó÷àåì:

Ïðåäëîæåíèå 16. Ëþáàÿ óáûâàþùàÿ öåïî÷êà âëîæåííûõ ïîäìíîãîîáðàçèé àëãåáðàè÷å-

ñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñòàáèëèçèðóåòñÿ.

Ñëåäñòâèå 17. Ëþáîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå åñòü îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà

íåïðèâîäèìûõ ïîäìíîãîîáðàçèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìíîãîîáðàçèå ïðèâîäèìî, ïðåäñòâèì åãî êàê îáúåäèíåíèå äâóõ
ìåíüøèõ ïîäìíîãîîáðàçèé. Åñëè ñðåäè íèõ ñíîâà åñòü ïðèâîäèìûå, ïðåäñòàâèì èõ â âèäå
îáúåäèíåíèÿ ìåíüøèõ ïîäìíîãîîáðàçèé, è ò.ä. Ëèáî ìû ïîëó÷èì áåñêîíå÷íî óáûâàþùóþ
öåïî÷êó âëîæåííûõ ïîäìíîãîîáðàçèé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäëîæåíèþ 16, ëèáî ýòîò ïðî-
öåññ îáîðâ¼òñÿ íà êàæäîé âåòêå, è ïîëó÷èòñÿ ðàçëîæåíèå â îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà
íåïðèâîäèìûõ ïîäìíîãîîáðàçèé.

Äî ñèõ ïîð, èçó÷àÿ ìîäóëè, ìû èìåëè äåëî ñ îäíèì ôèêñèðîâàííûì êîëüöîì. Îäíàêî
âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî ïðîèñõîäèò, êîãäà ýòî êîëüöî ìåíÿåòñÿ. Èíûìè ñëîâàìè, êîãäà çàäàí
ãîìîìîðôèçì êîëåö φ : A → B (òàêàÿ ñèòóàöèÿ íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåíèåì ñêàëÿðîâ èëè
çàìåíîé áàçû). Â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíû äâà ôóíêòîðà íà ìîäóëÿõ: ñóæåíèå ñêàëÿðîâ è
ðàñøèðåíèå ñêàëÿðîâ. À èìåííî, åñëè N � B-ìîäóëü, òî N ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êàê
A-ìîäóëü ñ óìíîæåíèåì a · n = φ(a)n (ò.å. ìíîæåñòâî ñêàëÿðîâ ñóçèëîñü äî A). Åñëè æå
M � A-ìîäóëü, ìîæíî ðàññìîòðåòü B-ìîäóëü B ⊗AM ñ óìíîæåíèåì b · (b′ ⊗M) = bb′ ⊗m
(òåì ñàìûì, ìíîæåñòâî ñêàëÿðîâ ðàñøèðèëîñü äî B).

Âïðî÷åì, ðå÷ü ñåé÷àñ ïîéä¼ò íå î íèõ, à î ðàçíûõ óñëîâèÿõ êîíå÷íîñòè íà ãîìîìîðôèçì
φ : A→ B. Áóäåì äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëàãàòü, ÷òî φ � âëîæåíèå, ò.å. ÷òî A ⊂ B, è ãîâîðèòü
î ðàñøèðåíèè êîëåö. Àíàëîãè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãîìîìîðôèçìà ñâîäÿòñÿ ê
ýòîìó ÷àñòíîìó ñëó÷àþ ïåðåõîäîì ê âëîæåíèþ φ(A) ⊂ B.
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Îïðåäåëåíèå 18. Êîëüöî B íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûì íàä ïîäêîëüöîì A ⊂ B,
åñëè îíî êîíå÷íî ïîðîæäåíî êàê êîëüöî: ò.å. ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû b1, . . . , bn, äëÿ êîòîðûõ
ëþáîé ýëåìåíò â B çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ìíîãî÷ëåíà îò bi ñ êîýôôèöèåíòàìè â A.

Îïðåäåëåíèå 19. Êîëüöî B íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì íàä ïîäêîëüöîì A ⊂ B, åñëè îíî
êîíå÷íî ïîðîæäåííî êàê ìîäóëü: ò.å. ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû b1, . . . , bn, äëÿ êîòîðûõ ëþáîé
ýëåìåíò â B çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè bi ñ êîýôôèöèåíòàìè â A.

Êîíå÷íî, êîíå÷íîå êîëüöî êîíå÷íî ïîðîæäåíî.

Ïðèìåð 20. 1. Â ñëó÷àå ïîëåé êîíå÷íûå ðàñøèðåíèÿ óæå áûëè íàìè ðàññìîòðåíû.

2. Ðàñøèðåíèÿ Z[x5] ⊂ Z[x], C[f(x), g(y)] ⊂ C[x, y] êîíå÷íû.

3. Ðàñøèðåíèÿ C ⊂ C[x],Z ⊂ Q íå êîíå÷íû. Ïðè ýòîì ðàñøèðåíèå C ⊂ C[x] êîíå÷íî
ïîðîæäåíî, à Z ⊂ Q � íåò.

Ïðåäëîæåíèå 21. Ïóñòü A ⊂ B è B ⊂ C � êîíå÷íûå ðàñøèðåíèÿ êîëåö, òîãäà è ðàñ-

øèðåíèå A ⊂ C êîíå÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó êîíå÷íîñòè áàøíè êîíå÷íûõ ðàñ-
øèðåíèé ïîëåé.

Îïðåäåëåíèå 22. Ïóñòü A ⊂ B � êîëüöà è x ∈ B. Ýëåìåíò x íàçûâàåòñÿ öåëûì íàä A,
åñëè ïðè íåêîòîðûõ ai ∈ A âûïîëíåíî

xn + an−1x
n−1 + . . .+ a1x+ a0 = 0.

Ïðèìåð 23. Ýëåìåíò x ∈ Q öåë íàä Z ⇐⇒ x ∈ Z. ×èñëà i,
√

2,
√
−3 ∈ C öåëû íàä Z.

Çàìå÷àíèå 24. Åñëè A � ïîëå, òî ýòî îïðåäåëåíèå ðàâíîñèëüíî îïðåäåëåíèþ àëãåáðàè-
÷åñêîãî ýëåìåíòà, òàê êàê íà ñòàðøèé ÷ëåí â ïîëèíîìèàëüíîì ñîîòíîøåíèè âñåãäà ìîæ-
íî ïîäåëèòü. Â îáùåì æå ñëó÷àå îïðåäåëåíèå öåëîãî ýëåìåíòà ñèëüíåå, ÷òî ïîêàçûâàåò
ïðåäûäóùèé ïðèìåð.
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