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Öåëûå ðàñøèðåíèÿ êîëåö

Íàïîìíèì ñíà÷àëà

Îïðåäåëåíèå 1. Ðàñøèðåíèå êîëåö A ⊂ B êîíå÷íî ïîðîæäåíî, åñëè B êîíå÷íî ïîðîæ-
ä¼íî íàä A êàê êîëüöî.

Îïðåäåëåíèå 2. Ðàñøèðåíèå êîëåö A ⊂ B êîíå÷íî, åñëè B � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé
ìîäóëü íàä A.

Îïðåäåëåíèå 3. Ýëåìåíò b êîëüöà B öåë íàä ïîäêîëüöîì A ⊂ B, åñëè íàéäóòñÿ n > 0 è
ai ∈ A, äëÿ êîòîðûõ

bn + an−1b
n−1 + . . .+ a1b+ a0 = 0.

Åñëè A è B � ïîëÿ, âìåñòî öåëûõ îáû÷íî ãîâîðÿò îá àëãåáðàè÷åñêèõ ýëåìåíòàõ.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü A ⊂ B � ïîäêîëüöî. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà ýëåìåíò b ∈ B
ðàâíîñèëüíû:

1. b öåë íàä A;

2. ïîäêîëüöî A[b] ⊂ B � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé A-ìîäóëü;

3. íàéä¼òñÿ ïîäêîëüöî C ⊂ B, êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîå êàê A-ìîäóëü è ñîäåðæàùåå A[b].

Äîêàçàòåëüñòâî. 1 ⇒ 2. Åñëè f(b) = bn + an−1b
n−1 + . . . + a1b + a0 = 0, òî ýëåìåíòû

1, b, b2, . . . , bn−1 ïîðîæäàþò A[b] êàê A-ìîäóëü. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîé ýëåìåíò A[b] èìååò
âèä p(b), ãäå p ∈ A[x] � ìíîãî÷ëåí. Ïîäåëèì p íà f ñ îñòàòêîì, ýòî âîçìîæíî, òàê êàê
ñòàðøèé êîýôôèöèåíò f ðàâåí 1. Ïîëó÷èì p(x) = f(x)q(x) + r(x), çíà÷èò p(b) = r(b), è
p(b) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç óêàçàííûå ïîðîæäàþùèå.

2 ⇒ 3. Î÷åâèäíî: âîçüì¼ì C = A[b].
3 ⇒ 1. Ïóñòü c1, . . . , cn ∈ C � íàáîð ïîðîæäàþùèõ. Çàïèøåì xci =

∑
j aijcj, ãäå

aij ∈ A. Ïóñòü δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà, îáîçíà÷èì ìàòðèöó (aij − xδij) ÷åðåç M . Òî-
ãäà M · (c1, . . . , cn)T = 0. Äîìíîæèì ñëåâà íà ïðèñîåäèíííóþ ìàòðèöó ê M , ïîëó÷èì
detM · (c1, . . . , cn)T = 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî detM ·C = 0, à òàê êàê 1 ∈ C, òî detM = 0. Îñòà-
ëîñü çàìåòèòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü M � ìíîãî÷ëåí îò x ñ êîýôôèöèåíòàìè èç A è ñòàðøèì
êîýôôèöèåíòîì 1.

Ïðåäëîæåíèå 5. Åñëè ýëåìåíòû b1, . . . , bn ∈ B öåëû íàä ïîäêîëüöîì A ⊂ B, òî ïîðîæ-

ä¼ííîå èìè ïîäêîëüöî A[b1, . . . , bn] ⊂ B êîíå÷íî íàä A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî n. Øàã èíäóêöèè: A′ = A[b1, . . . , bn−1] êîíå÷íî íàä A.
Êîëüöî A′[bn] êîíå÷íî íàä A′ ïî ïðåäûäóùåìó ïðåäëîæåíèþ, òàê êàê bn öåë íàä A è
çíà÷èò íàä A′. Òîãäà ðàñøèðåíèå A ⊂ A[b1, . . . , bn] êîíå÷íî êàê êîìïîçèöèÿ êîíå÷íûõ
ðàñøèðåíèé.

Ñëåäñòâèå 6. Ýëåìåíòû êîëüöà B, öåëûå íàä ïîäêîëüöîì A, îáðàçóþò ïîäêîëüöî A ⊂
C ⊂ B. Îíî íàçûâàåòñÿ öåëûì çàìûêàíèåì A â B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü b1, b2 ∈ B öåëû íàä A. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî b1 ± b2 è b1b2 òîæå
öåëû íàä A. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì êîëüöî A[b1, b2]. Îíî êîíå÷íî íàä A ïî ïðåäûäóùåìó
ïðåäëîæåíèþ è ñîäåðæèò b1 ± b2 è b1b2. Ïî ïðåäëîæåíèþ 4 (3 ⇒ 1) ïîëó÷àåì, ÷òî ýòè
ýëåìåíòû öåëû íàä A.
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Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü C � öåëîå çàìûêíèå ïîäêîëüöà A â êîëüöå B. Åñëè C = B, òî B
íàçûâàåòñÿ öåëûì íàä A. Åñëè C = A, òî A íàçûâàåòñÿ öåëîçàìêíóòûì â B.

Åñëè êîëüöî A öåëîçàìêíóòî â Frac(A), îíî íàçûâàåòñÿ öåëîçàìêíóòûì.

Ñëåäñòâèå 8. Êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå êîëåö � òî æå, ÷òî öåëîå è êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîå.

Ïðèìåð 9. 1. Z öåëîçàìêíóòî â Q.

2. Âîîáùå, åñëè â A ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè åäèíñòâåííî, òî A öåëîçàìêíóòî
â Frac(A).

3. C[x3] ⊂ C[x] � öåëîå ðàñøèðåíèå.

4. Ïóñòü p(x, y) ∈ C[x, y] � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí, C ⊂ C2 � çàäàííàÿ èì êðèâàÿ,
C[C] = C[x, y]/(p). Åñëè â p âõîäèò ïåðåìåííàÿ y, òî èìååì âëîæåíèå C[x] → C[C].
Ýòî ðàñøèðåíèå öåëî ⇐⇒ ñòàðøèé ïî y ÷ëåí p íå ñîäåðæèò x. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ
¾ñëó÷àéíîãî¿ p îíî öåëî.

5. Öåëîå çàìûêàíèå C[x2, x3] â C(x) � ýòî C[x]. Ïðè ýòîì Frac(C[x2, x3]) = C(x), ïîýòîìó
êîëüöî C[x2, x3] íå öåëîçàìêíóòî.

Ïðåäëîæåíèå 10. Öåëîå çàìûêàíèå A â B öåëîçàìêíóòî â B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C � öåëîå çàìûêàíèå A â B. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò
b ∈ B, öåëûé íàä C, öåë è íàä A. Èìååì ñîîòíîøåíèå bn + cn−1b

n−1 + . . . + c0 = 0, ãäå
ci ∈ C. Ðàññìîòðèì áàøíþ ðàñøèðåíèé A ⊂ A′ = A[c0, . . . , cn−1] ⊂ A′[b]. Å¼ ïåðâûé ýòàæ
êîíå÷åí ïî ïðåäëîæåíèþ 5, à âòîðîé � ïî ïðåäëîæåíèþ 4, òàê êàê b öåë íàä A′. Çíà÷èò,
ðàñøèðåíèå A ⊂ A[c0, . . . , cn−1, b] êîíå÷íî è ïîýòîìó b öåë íàä A.

Òåïåðü íåíàäîëãî îáðàòèìñÿ ê àðèôìåòèêå.

Îïðåäåëåíèå 11. Öåëîå çàìûêàíèå Z â C íàçûâàþò êîëüöîì öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë,
à åãî ýëåìåíòû � öåëûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè.

Åñëè Q ⊂ K � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëåé, òî öåëîå çàìûêàíèå Z â K íàçûâàþò
êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë ïîëÿ K è îáîçíà÷àþò OK .

Ïðèìåð 12. 1. OQ = Z;

2. OQ[i] = Z[i];

3. åñëè K = Q[
√
−3], òî î÷åâèäíî OK ⊃ Z[

√
−3]. Îäíàêî ðàâåíñòâà çäåñü íåò: −1+

√
−3

2
=

3
√

1 ∈ OK . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÷åðåç ýòîò êîðåíü óæå ìîæíî âûðàçèòü âñå öåëûå:
OK = Z[−1+

√
−3

2
].

Çàäà÷à 1. Äëÿ K = Q[
√
d], ãäå d ∈ Z ñâîáîäíî îò êâàäðàòîâ, íàéòè êîëüöî öåëûõ OK .

Íåêîòîðûå ñâîéñòâà öåëûõ ÷èñåë çàäàííîãî ÷èñëîâîãî ïîëÿ ñîáðàíû â ñëåäóþùåì
ïðåäëîæåíèè. Ìû ïðèâîäèì åãî áåç äîêàçàòåëüñòâà.
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Ïðåäëîæåíèå 13. Ïóñòü K � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå Q ñòåïåíè n. Òîãäà ñóùåñòâóþò

òàêèå α1, . . . , αn ∈ OK, ÷òî OK = ⊕iαiZ è αi îáðàçóþò áàçèñ K íàä Q.

Ãåîìåòðè÷åñêèì àíàëîãîì êîíå÷íîãî ãîìîìîðôèçìà êîëåö ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûå îòîáðà-
æåíèÿ ìíîãîîáðàçèé. À èìåííî, ðåãóëÿðíîå îòîáðàæåíèå φ : X → Y íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì,
åñëè èíäóöèðîâàííûé èì ãîìîìîðôèçì êîëåö k[Y ]→ k[X] êîíå÷åí. Äëÿ òàêîãî îòîáðàæå-
íèÿ ïðîîáðàç ëþáîé òî÷êè èç Y � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê.

×òîáû ïîëó÷èòü áîëåå ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î ñëîÿõ êîíå÷íîãî îòîáðàæåíèÿ, èññëåäóåì
ñëîè îòîáðàæåíèÿ Spec(B) → Spec(A) äëÿ êîíå÷íîãî ðàñøèðåíèÿ êîëåö A ⊂ B. Ïóñòü φ
îáîçíà÷àåò âëîæåíèå A → B. Ñëîåì îòîáðàæåíèÿ φ∗ : Spec(B) → Spec(A) íàä èäåàëîì
p ⊂ Spec(A) íàçûâàåòñÿ {q ∈ Spec(B) | qc = p}.

Ìû îïèøåì ñëîè îòîáðàæåíèÿ ñïåêòðîâ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãîìîìîðôèçìà êîëåö A→
B, à ïîòîì ïðèìåíèì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ê êîíå÷íûì ðàñøèðåíèÿì.

Îïðåäåëåíèå 14. Ïóñòü φ : A → B � ãîìîìîðôèçì è S ⊂ A � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ
ñèñòåìà, äëÿ êîòîðîé 0 /∈ φ(S). Îïðåäåëèì S−1B êàê ëîêàëèçàöèþ êîëüöà B ïî ìó-
òèïëèêàòèâíîé ñèñòåìå φ(S). Îòìåòèì, ÷òî èìååòñÿ êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì êîëåö
φ̄ : S−1A → S−1B, çàäàííûé ïðàâèëîì a/s 7→ φ(a)/φ(s). Äëÿ ïðîñòîãî èäåàëà p ⊂ A è
S = A \ p ïîëó÷àåì ëîêàëèçàöèþ Bp è ãîìîìîðôèçì Ap → Bp.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñëîÿ îòîáðàæåíèÿ ñïåêòðîâ íàä äàííûì ïðîñòûì èäåàëîì ïîíàäîáÿò-
ñÿ äâå ëåììû

Ëåììà 15. Ïóñòü φ : A → B � ãîìîìîðôèçì, p ⊂ A � ïðîñòîé èäåàë, S = A \ p. Òîãäà
âûïîëíåíî îäíî èç äâóõ:

1. 0 ∈ φ(S), òîãäà ñëîé φ∗ íàä p ïóñò;

2. 0 /∈ φ(S), òîãäà èìååòñÿ äèàãðàììà ãîìîìîðôèçìîâ êîëåö

A
φ //

i
��

B

i
��

Ap
φ̄ // Bp.

Ïðè ýòîì i∗ : Spec(Bp) → Spec(B) èçîìîðôíî îòîáðàæàåò ñëîé φ̄∗−1(pAp) â ñëîé

φ∗−1(p).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ïðîñòîé èäåàë q ⊂ B, ÷òî qc = p, òî φ(S)∩q = ∅,
ïîýòîìó 0 /∈ φ(S). Ýòî äîêàçûâàåò ïåðâóþ ÷àñòü.

Åñëè æå 0 /∈ φ(S), òî ëîêàëèçàöèÿ Bp îïðåäåëåíà è ìîæíî ðàññìîòðåòü äèàãðàììó.
Ïóñòü q′ ⊂ Bp è φ̄

∗q′ = pAp. Òîãäà φ
∗i∗q′ = i∗φ̄∗q′ = i∗pAp = p, ïîýòîìó i∗q′ ∈ φ∗−1(p).

Íàîáîðîò, ïóñòü q ⊂ B è qc = p. Òîãäà q∩φ(S) = ∅, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ïðîñòîé èäåàë
q′ = qe ⊂ Bp, äëÿ êîòîðîãî i

∗q′ = q. Äàëåå, i∗(φ̄∗q′) = φ∗i∗q′ = p, çíà÷èò φ̄∗q′ = pAp, òàê êàê
i∗ : Spec(Ap)→ Spec(A) � âëîæåíèå.

3



Àëãåáðàè÷åñêàÿ
ãåîìåòðèÿ 1

02.12.2013
Ëåêöèÿ 12

Ëåììà 16. Ïóñòü φ : A→ C � ãîìîìîðôèçì, êîëüöî A ëîêàëüíî ñ ìàêñèìàëüíûì èäåà-

ëîì m. Òîãäà âûïîëíåíî îäíî èç äâóõ:

1. me = C, òîãäà ñëîé φ∗ íàä m ïóñò;

2. me 6= C, òîãäà èìååòñÿ äèàãðàììà ãîìîìîðôèçìîâ êîëåö

A
φ //

π
��

C

π
��

A/m
φ̄ // C/me.

Ïðè ýòîì π∗ : Spec(C/me) → Spec(C) èçîìîðôíî îòîáðàæàåò Spec(C/me) â ñëîé

φ∗−1(m).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîñòîãî èäåàëà q ⊂ C âåðíî qc = m ⇐⇒ qc ⊃ m ⇐⇒ q ⊃
φ(m) ⇐⇒ q ⊃ me. Åñëè me = C, òî òàêèõ ïðîñòûõ èäåàëîâ íåò. Èíà÷å ïðîñòûå èäåàëû â
C, ñîäåðæàùèå me, íàõîäÿòñÿ â áèåêöèè ñ ïðîñòûìè èäåàëàìè C/me.

Îáúåäèíÿÿ ýòè ëåììû, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 17. Äëÿ ãîìîìîðôèçìà φ : A→ B è ïðîñòîãî èäåàëà p ⊂ A ëèáî ñëîé φ∗ íàä
p ïóñò, ëèáî ðàâåí Spec(Bp/pBp).

Ïåðåä òåì, êàê ïðèìåíèòü ýòî ê êîíå÷íûì ðàñøèðåíèÿì, óñòàíîâèì íåêîòîðûå èõ ñâîé-
ñòâà.

Ëåììà 18. 1. Ïóñòü A ⊂ B � öåëîå ðàñøèðåíèå êîëåö áåç äåëèòåëåé íóëÿ. Òîãäà A �

ïîëå ⇐⇒ B � ïîëå.

2. Ïóñòü A ⊂ B � öåëîå ðàñøèðåíèå êîëåö, q ⊂ B � ïðîñòîé èäåàë. Òîãäà èäåàë q
ìàêñèìàëåí ⇐⇒ qc ìàêñèìàëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðêó ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ îñòàâèì â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ, äîêà-
æåì âòîðîå. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì âëîæåíèå êîëåö A/qc → B/q, ýòî òàêæå öåëîå ðàñ-
øèðåíèå. Ê íåìó ìîæíî ïðèìåíèòü ïåðâóþ ÷àñòü, îñòà¼òñÿ èñïîëüçîâàòü òî, ÷òî èäåàë
ìàêñèìàëåí ⇐⇒ ôàêòîð ïî íåìó � ïîëå.

Ïðåäëîæåíèå 19. Ïóñòü A ⊂ B � öåëîå ðàñøèðåíèå êîëåö. Òîãäà èíäóöèðîâàííîå îòîá-

ðàæåíèå ñïåêòðîâ Spec(B)→ Spec(A) ñþðúåêòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p ⊂ A � ïðîñòîé èäåàë è φ îáîçíà÷àåò âëîæåíèå A → B. Òîãäà
φ(A \ p) íå ñîäåðæèò íóëÿ, è ïî ëåììå 15 èñêîìûé ñëîé ñîñòîèò èç èäåàëîâ Bp, ñóæåíèå
êîòîðûõ â Ap åñòü pAp. Çàìåòèì, ÷òî ðàñøèðåíèå φ̄ : Ap → Bp öåëî. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé
ìàêñèìàëüíûé èäåàë n ⊂ Bp. Ïî ëåììå 18.2, åãî ñóæåíèå m â Ap ñíîâà áóäåò ìàêñèìàëü-
íûì, à çíà÷èò, mc = pAp. Ïîëó÷àåì, ÷òî ñëîé φ

∗ íàä p íåïóñò (îí ñîäåðæèò i∗n).

Â ñëó÷àå, åñëè ìîðôèçì íå òîëüêî öåë, íî è êîíå÷åí, î ñëîÿõ ìîæíî ñêàçàòü áîëüøå.
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Ïðåäëîæåíèå 20. Ïóñòü A ⊂ B � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå êîëåö. Òîãäà ñëîè èíäóöèðî-

âàííîãî îòîáðàæåíèÿ ñïåêòðîâ Spec(B) → Spec(A) íåïóñòû, êîíå÷íû è äèñêðåòíû â

òîïîëîãèè Çàðèññêîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïóñòîòà äîêàçàíà âûøå. Ïðîäîëæàÿ äîêàçàòåëüñòâî ïðåäûäóùåãî ïðåä-
ëîæåíèÿ, çàìåòèì, ÷òî äëÿ m = pAp ïî ëåììå 16 èìååì me 6= Bp. Çíà÷èò, ñëîé φ

∗ íàä p
èçîìîðôåí Spec(Bp/pBp). Èìååì êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå êîëåö Ap/m → Bp/pBp. Ïðè ýòîì
Ap/m � ïîëå, îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç k. À êîëüöî Bp/pBp � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî íàä k, îáîçíà÷èì åãî F . Åñëè èäåàë q ⊂ F ïðîñò, òî åãî ñóæåíèå â k � ïðîñòîé,
à çíà÷èò è ìàêñèìàëüíûé èäåàë, è ïî ëåììå 18.2 q òîæå ìàêñèìàëåí. Çíà÷èò, âñå ïðîñòûå
èäåàëû â F ìàêñèìàëüíû, ïîýòîìó âñå òî÷êè ñïåêòðà F çàìêíóòû â òîïîëîãèè Çàðèññêî-
ãî, ò.å. îíà äèñêðåòíà. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî èõ êîíå÷íîå ÷èñëî. Ïóñòü m1, . . . ,mn ⊂ F �
ìàêñèìàëüíûå èäåàëû. Òîãäà mi + mj = F ïðè i 6= j. Ïî êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ
èìååì

F/ ∩i mi
∼=

∏
i

F/mi.

Âû÷èñëÿÿ ðàçìåðíîñòü íàä k, ïîëó÷èì

dimF > dim(F/ ∩i mi) =
∑
i

dimF/mi > n.

Çíà÷èò, ÷èñëî ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ F íå áîëüøå dimk F .

Çàêîí÷èì îáñóæäåíèå ñëî¼â êîíå÷íûõ îòîáðàæåíèé ãåîìåòðè÷åñêèì ïðèìåðîì.

Ïðèìåð 21. Ïóñòü p(x, y) ∈ C[x, y] � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí, C ⊂ C2 � çàäàííàÿ èì
êðèâàÿ, C[C] = C[x, y]/(p). Ïóñòü â p âõîäèò ïåðåìåííàÿ y, òîãäà èìååì âëîæåíèå C[x]→
C[C]. Ãåîìåòðè÷åñêè âëîæåíèþ C[x] → C[C] ñîîòâåòñòâóåò ïðîåêöèÿ êðèâîé C íà îñü x.
Ýòî ðàñøèðåíèå êîíå÷íî ⇐⇒ ñòàðøèé ïî y ÷ëåí p íå ñîäåðæèò x. Åñëè ýòî òàê, òî
âñå ñëîè òàêîé ïðîåêöèè íåïóñòû è ñîñòîÿò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, íå ïðåâîñõîäÿùåãî
ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà f ïî y. Åñëè æå ðàñøèðåíèå êîëåö íå öåëî, òî ñëîè ïðîåêöèè, êîíå÷íî,
âñ¼ ðàâíî áóäóò êîíå÷íûìè, íî ìîãóò ñòàíîâèòüñÿ ïóñòûìè. Íàïðèìåð, åñëè p(x, y) =
xy− 1, òî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ïî y çàâèñèò îò x, è ó ïðîåêöèè ãèïåðáîëû xy = 1 íà îñü
x ïðîîáðàç òî÷êè 0 ïóñò.
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