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8−ε. ÄÂÎÉÍÎÅ ÎÒÍÎØÅÍÈÅ.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî äâîéíîå îòíîøåíèå (x1, x2, x3, x4) =
(x1−x3)(x2−x4)
(x1−x4)(x2−x3)

êîððåêòíî îïðåäåëåíî (íî ìîæåò

áûòü ðàâíî ∞), åñëè òî÷êè x1, . . . , x4 ñîâïàäàþò íå áîëåå ÷åì ïîïàðíî (ò.å. äëÿ êàæäîãî t ∈ FP 1
ñóùåñòâóåò

íå áîëåå äâóõ èíäåêñîâ i ∈ {1, 2, 3, 4} òàêèõ, ÷òî xi = t). Òàêæå ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ñîâïàäàþò òðè òî÷êè, òî

äâîéíîå îòíîøåíèå êîððåêòíî îïðåäåëèòü íåâîçìîæíî. ×åìó ðàâíû äâîéíûå îòíîøåíèÿ (t, t, s, s), (t, s, t, s) è
(t, s, s, t), ãäå t 6= s? (íî âîçìîæíî t = ∞ èëè s = ∞)

Çàäà÷à 2. a) Ïóñòü (x1, x2, x3, x4) = t. Âû÷èñëèòå (x2, x1, x3, x4), (x3, x2, x1, x4) è (x4, x2, x3, x1). á) Îáîáùåíèå:
ïóñòü σ ∈ S4 (ïåðåñòàíîâêà). Äîêàæèòå, ÷òî äâîéíîå îòíîøåíèå (xσ(1), xσ(2), xσ(3), xσ(4)) çàâèñèò òîëüêî îò

t è ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé èëè äðîáíî-ëèíåéíîé �óíêöèåé îò t; îáîçíà÷èì ýòó �óíêöèþ fσ(t). â) Äîêàæèòå,
÷òî îòîáðàæåíèå σ 7→ fσ, îïðåäåëåííîå â ïóíêòå 2á � ãîìîìîð�èçì ãðóïïû S4 â ãðóïïó PGL(1,F) äðîáíî-
ðàöèîíàëüíûõ �óíêöèé (ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè). Îïèøèòå îáðàç ýòîãî ãîìîìîð�èçìà. Ñêîëüêî �óíêöèé

îí ñîäåðæèò? ã) Îïèøèòå ÿäðî ãîìîìîð�èçìà, îïèñàííîãî â ïóíêòå 2â.

Çàäà÷à 3. a) Ïóñòü z1, z2, z3, z4 ∈ C. Äîêàæèòå, ÷òî äâîéíîå îòíîøåíèå (z1, z2, z3, z4) âåùåñòâåííî òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êè z1, z2, z3, z4 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé èëè îêðóæíîñòè. Â êàêîì ñëó÷àå äâîéíîå

îòíîøåíèå � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî? á) Äîêàæèòå, ÷òî äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå C ïåðåâîäèò ïðÿìûå

è îêðóæíîñòè â ïðÿìûå è îêðóæíîñòè (íî ìîæåò ïåðåâîäèòü ïðÿìûå â îêðóæíîñòè è íàîáîðîò). â) Äîêàæèòå,

÷òî îòîáðàæåíèå C∪{∞} â ñåáÿ, ïåðåâîäÿùåå ïðÿìûå è îêðóæíîñòè â ïðÿìûå è îêðóæíîñòè, ÿâëÿåòñÿ ëèáî
äðîáíî-ëèíåéíûì, ëèáî êîìïîçèöèåé äðîáíî-ëèíåéíîãî è êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ.

Çàäà÷à 4. a) Ïóñòü p, q, r, s � ïðÿìûå â FP 2
, ïåðåñåêàþùèåñÿ â îäíîé òî÷êå o. Ïóñòü ℓ, ℓ′ � åùå äâå

ïðÿìûå, ïåðåñåêàþùèå ïðÿìûå p, q, r, s â òî÷êàõ a, b, c, d è a′, b′, c′, d′ ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî äâîéíûå

îòíîøåíèÿ òî÷åê ðàâíû: (a, b, c, d) = (a′, b′, c′, d′)
def

= x. á) Òî÷êè P,Q,R, S äâîéñòâåííîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè,

äâîéñòâåííûå ïðÿìûì p, q, r, s èç ïóíêòà 4a, ëåæàò íà ïðÿìîéO, äâîéñòâåííîé òî÷êå o. Äîêàæèòå, ÷òî äâîéíîå

îòíîøåíèå òî÷åê P,Q,R, S ∈ O ðàâíî x.
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