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8. Ï�ÎÅÊÒÈÂÍÛÅ Ï�ÅÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈß.

Çàäà÷à 1. a) Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ïðî ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïëîñêîñòè íåâåðíû:

(1) Âñÿêîå ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå â ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå.

(2) Âñÿêîå ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò ñåðåäèíó îòðåçêà â ñåðåäèíó îòðåçêà.

(3) Âñÿêîå ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò âûïóêëóþ �èãóðó â âûïóêëóþ.

(4) Åñëè îáðàçû ðàâíûõ ïàðàëëåëüíûõ îòðåçêîâ ïðè ïðîåêòèâíîì ïðåîáðàçîâàíèè� ïàðàëëåëüíûå îòðåçêè,

òî îíè ðàâíû.

á) Èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 2 ïóíêòà 1a äîêàæèòå, ÷òî íåëüçÿ ïîñòðîèòü ñåðåäèíó äàííîãî îòðåçêà íà ïëîñêîñòè,

ïîëüçóÿñü òîëüêî ëèíåéêîé áåç äåëåíèé.

Óêàçàíèå. Â ïóíêòå 1á âíà÷àëå äàéòå òî÷íîå îïðåäåëåíèå � ÷òî ïîíèìàåòñÿ ïîä ïîñòðîåíèåì. Íå çàáóäüòå,

÷òî ïîñòðîåíèå ìîæåò âêëþ÷àòü îïåðàöèè òèïà �âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ âñïîìîãàòåëüíóþ òî÷êó íà ïëîñêîñòè

è ñîåäèíèì åå ïðÿìîé ñ òî÷êîé p� (ðàçóìååòñÿ, îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò íå äîëæåí çàâèñåòü îò âûáîðà

âñïîìîãàòåëüíûõ òî÷åê).

Çàäà÷à 2. Ïóñòü P,Q,R, S � âåðøèíû êâàäðàòà íà ïëîñêîñòè R
2 ⊂ RP 2

, à f : RP 2 → RP 2
� ïðîåêòèâíîå

ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå èõ â òî÷êè A,B,C,D (íàðèñóéòå èõ ñàìîñòîÿòåëüíî). Êóäà ïåðåõîäèò ïðè

ïðåîáðàçîâàíèè f öåíòð êâàäðàòà? áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ ïðÿìàÿ? ñåðåäèíà ñòîðîíû PQ? Êàêàÿ ïðÿìàÿ

ïåðåõîäèò â áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ?

Ïóñòü P (x0, x1, x2) � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n ñ êîý��èöèåíòàìè èç ïîëÿ F. Ìíîæåñòâî {[x0 :
x1 : x2] ∈ FP 2 | P (x0, x1, x2) = 0} íàçûâàåòñÿ ïëîñêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ñòåïåíè n. (Çàìåòèì, ÷òî åñëè
P (x0, x1, x2) = 0, òî è P (tx0, tx1, tx2) = 0 äëÿ ëþáîãî t â ñèëó îäíîðîäíîñòè P , òàê ÷òî óñëîâèå P (x0, x1, x2) = 0
â òî÷êå [x0 : x1 : x2] ∈ FP 2

èìååò ñìûñë.) Òî÷êà x ∈ F íàçûâàåòñÿ ñðåäíèì ãàðìîíè÷åñêèì òî÷åê x1, . . . , xn ∈ F

îòíîñèòåëüíî òî÷êè a ∈ F, åñëè
n

x−a
= 1

x1−a
+ · · ·+ 1

xn−a
.

Çàäà÷à 3. a) Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà x � ñðåäíåå ãàðìîíè÷åñêîå òî÷åê x1, . . . , xn îòíîñèòåëüíî òî÷êè a òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî t ∈ F âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (x1, x, t, a) + · · · + (xn, x, t, a) = n. á) Ïóñòü
P ⊂ FP 2

� ïëîñêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè n, a /∈ P � òî÷êà è Ua � ìíîæåñòâî ïðÿìûõ ℓ ⊂ FP 2

òàêèõ, ÷òî a ∈ ℓ è ïåðåñå÷åíèå ℓ ∩ P ñîñòîèò èç n òî÷åê x1(ℓ), . . . , xn(ℓ). Äîêàæèòå òåîðåìó Êîóòñà: ñðåäíèå
ãàðìîíè÷åñêèå òî÷åê x1(ℓ), . . . , xn(ℓ) äëÿ âñåõ ℓ ∈ Ua ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. â) Âû÷èñëèòå è íàðèñóéòå ýòó

ïðÿìóþ äëÿ ìíîãî÷ëåíà P (x, y, z) = x2 + y2 − z2 è ïðîèçâîëüíîé òî÷êè a = [a0 : a1 : a2].

Çàäà÷à 4. a) Ïóñòü abcde � âûïóêëûé ïÿòèóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè, à a′, b′, c′, d′, e′ � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ åãî

äèàãîíàëåé (a′ = bd ∩ ce è ò.ä.) Äîêàæèòå, ÷òî ïÿòèóãîëüíèê a′b′c′d′e′ ïðîåêòèâíî ýêâèâàëåíòåí abcde (òî

åñòü ïîëó÷àåòñÿ èç íåãî ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì). á*) Ïóñòü abcdef � âûïóêëûé øåñòèóãîëüíèê íà

ïëîñêîñòè, à a′, . . . , f ′
� òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ åãî �êîðîòêèõ� äèàãîíàëåé (ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû, îòñòîÿùèå

äðóã îò äðóãà íà 2 ñòîðîíû: a′ = bd∩ce, . . . , f ′ = ac∩bd). Òî÷êè a′′, . . . , f ′′
ïîëó÷åíû ïîäîáíûì æå îáðàçîì èç

øåñòèóãîëüíèêà a′b′c′d′e′f ′
. Äîêàæèòå, ÷òî øåñòèóãîëüíèê a′′b′′c′′d′′e′′f ′′

ïðîåêòèâíî ýêâèâàëåíòåí abcdef .

Çàäà÷à 5. a) Äîêàæèòå òåîðåìó Ïàïïà: åñëè òî÷êè a, b, c ∈ FP 2
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, à òî÷êè a′, b′, c′ � íà

äðóãîé ïðÿìîé, òî òî÷êè x = ab′ ∩ a′b, y = bc′ ∩ b′c è z = ac′ ∩ a′c òàêæå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. á) Äîêàæèòå
âûðîæäåííóþ òåîðåìó Áðèàíøîíà: åñëè ïðÿìûå ab, cd è ef íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé

òî÷êå p, à ïðÿìûå bc, de è fa � â äðóãîé òî÷êå q, òî ïðÿìûå ad, be è cf òàêæå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
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