
ÍÌÓ, ÎÑÅÍÜ 2020 �. ËÈÍÅÉÍÀß ÀË�ÅÁ�À È �ÅÎÌÅÒ�Èß

3. ËÈÍÅÉÍÛÅ ÎÒÎÁ�ÀÆÅÍÈß.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü V = R[t]n � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n; A − d
dt

: V → V �

ëèíåéíûé îïåðàòîð, ïåðåâîäÿùèé ìíîãî÷ëåí â åãî ïðîèçâîäíóþ. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåíû 1, t, t2, . . . , tn

îáðàçóþò áàçèñ â V , è çàïèøèòå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k = 1, 2, . . . ìàòðèöó îïåðàòîðà Ak
â ýòîì áàçèñå.

Ïðîâåðüòå íåïîñðåäñòâåííûì óìíîæåíèåì ìàòðèö, ÷òî ìàòðèöà îïåðàòîðà Ak
, óìíîæåííàÿ íà ìàòðèöó

îïåðàòîðà A, äàåò ìàòðèöó îïåðàòîðà Ak+1
.

Çàäà÷à 2. a) Íàïèøèòå ìàòðèöó ïîâîðîòà R(ϕ) : R2 → R2
ïëîñêîñòè íà óãîë ϕ âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò

â ñòàíäàðòíîì áàçèñå. Ïðîâåðüòå íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ðàâåíñòâà Rn(ϕ + ψ) = Rn(ϕ)Rn(ψ) è
R−1

n (ϕ) = Rn(−ϕ). á) Òå æå âîïðîñû äëÿ îïåðàòîðà Mz : C → C óìíîæåíèÿ íà êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = a+ bi

â ìíîæåñòâå C, ðàññìàòðèâàåìîì êàê äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R ñ áàçèñîì 1, i. Êàê ñâÿçàíà ýòà

çàäà÷à ñ çàäà÷åé 2a?

Çàäà÷à 3. Ïóñòü v1, . . . , vn � áàçèñ â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V , è u1, . . . , un ∈ V , ãäå ui = ai1v1 + · · · +
ainvn äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n. a) Äîêàæèòå, ÷òî u1, . . . , un òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â V , êîãäà

ìàòðèöà A = (aij) èìååò îáðàòíóþ (â ýòîì ñëó÷àå îíà íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò áàçèñà v ê áàçèñó u).

Ìàòðèöåé êàêîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà (è â êàêîì áàçèñå) ÿâëÿåòñÿ A? á) ÏóñòüW � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî,

w1, . . . , wk ∈ W � áàçèñ, f : V →W � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, èìåþùåå â áàçèñàõ v, w ìàòðèöóX = (xij)
1≤j≤n
1≤i≤k

(èíûìè ñëîâàìè, f(vi) = xi1w1 + · · · + xikwk äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n). Ïóñòü w′
1, . . . , w

′
k ∈ V � äðóãîé áàçèñ,

è A � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà w ê áàçèñó w′
. Çàïèøèòå ìàòðèöó ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ f â áàçèñàõ

v, w′
. â) Àíàëîãè÷íûé âîïðîñ â ñëó÷àå, êîãäà v′1, . . . , v

′
n ∈ V � äðóãîé áàçèñ, è íóæíà ìàòðèöà f â áàçèñàõ

v′, w. ã) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé (n×k)-ìàòðèöû X ñóùåñòâóþò îáðàòèìàÿ (n×n)-ìàòðèöà A è îáðàòèìàÿ

(k × k)-ìàòðèöà B òàêèå, ÷òî AXB =
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. ×åìó ðàâíî êîëè÷åñòâî åäèíèö íà ãëàâíîé äèàãîíàëè?

Çàäà÷à 4. a) Ïðè êàêîì óñëîâèè íà ÷èñëà a, b, c, d ìàòðèöà X =
(

a b
c d

)

èìååò îáðàòíóþ? á) Ïóñòü a, b, c, d ∈ Z.

Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà a, b, c, d ìàòðèöà X−1
ñóùåñòâóåò è åå ýëåìåíòû � òàêæå öåëûå ÷èñëà?

Çàäà÷à 5. n × n-ìàòðèöà A = (aij) íàçûâàåòñÿ âåðõíåòðåóãîëüíîé, åñëè aij = 0 ïðè âñåõ i > j. Äîêàæèòå,

÷òî âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà èìååò îáðàòíóþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû

îòëè÷íû îò íóëÿ: a11, a22, . . . , ann 6= 0, è ÷òî åñëè îáðàòíàÿ ìàòðèöà ñóùåñòâóåò, òî îíà òîæå ÿâëÿåòñÿ

âåðõíåòðåóãîëüíîé.

Çàäà÷à 6. Íàçîâåì λ-æîðäàíîâîé êëåòêîé n × n-ìàòðèöó Jn(λ) =
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. a) Âû÷èñëèòå ìàòðèöû

J2
n(λ), J

3
n(λ), . . . , J

n
n (λ). á) Âû÷èñëèòå ìàòðèöó J

k
n(λ) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k ∈ Z. â) Âû÷èñëèòå ìàòðèöó P (Jn(λ)),

ãäå P (t)� ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí. ã) Òîò æå âîïðîñ, ÷òî â ïóíêòå 6â, íî P (t) � ïðîèçâîëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ

�óíêöèÿ. ä) Äîêàæèòå, ÷òî æîðäàíîâû êëåòêè Jn(λ) è Jn(µ) êîììóòèðóþò ïðè âñåõ λ è µ, è âû÷èñëèòå

ìàòðèöó Q(Jn(λ), Jn(µ)), ãäå Q(x, y) � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí îò äâóõ ïåðåìåííûõ.
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