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Ïó÷êè, êîãîìîëîãèè è ïåðâûå ïðèìåíåíèÿ
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5.0. Êîãîìîëîãè÷åñêîå ìíîæåñòâî H1(X, G; I)

5.0.0. Äåéñòâóþùèå ëèöà. Ïîâòîðèì îñíîâíóþ êîíñòðóêöèþ. Â áîëüøåé,
÷åì ñåé÷àñ íåîáõîäèìî, îáùíîñòè îíà íàãëÿäíåé � è ïðèãîäèòñÿ â áóäóùåì.

Ñíà÷àëà íàì ïîòðåáóþòñÿ òîëüêî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì âðåìåííî
ôèêñèðîâàíî ïîêðûòèå I = (I, U)

X =
⋃
i∈I

Ui

è íå îáÿçàòåëüíî êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà

G.

Ïðî ñòðóêòóðû è íà ïðîñòðàíñòâå, è íà ãðóïïå äóìàòü ïîêà íå áóäåì � ïîäðà-
çóìåâàÿ, îäíàêî, ÷òî ôóíêöèè V → G, êîòîðûå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äëÿ
îòêðûòûõ ìíîæåñòâ V ∈∈ OPX, óâàæàþò ýòè ñòðóêòóðû.

5.0.1. Ìíîæåñòâî êîöèêëîâ Z1(X, G; I). Â îòëè÷èå îò îñíîâíîãî äëÿ íàñ
ñëó÷àÿ êîììóòàòèâíîé ãðóïïû G, êîöèêëû îáðàçóþò íå ãðóïïó, à ìíîæåñòâî
ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé

Z1(X, G; I) :=
1
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:=

{
h ∈

∏
(i,j)∈I×I:Uij 6=∅

GUij

∣∣∣∀i, j, k ∈ I[[hii ≡ 1
]
∧
[
hijhji ≡ 1

]
∧
[
hijhjkhki|Uijk

≡ 1
]]}

(îòìå÷åí íàáîð hij ≡ 1).

Â íàøåì îñíîâíîì ñëó÷àå X � ïðîåêòèâíàÿ êðèâàÿ íàä k, ïîêðûòèå I ñîñòîèò
èç àôôèííûõ êðèâûõ, ãðóïïà G = k×, à ôóíêöèè hij ∈ O× ðåãóëÿðíû.

Ýòî ìíîæåñòâî íåîáîçðèìî, íî íàñ èíòåðåñóåò íå îíî ñàìî, à åãî ôàêòîð ïî
äåéñòâèþ ãðóïïû, êîòîðîå ìû ñåé÷àñ îïðåäåëèì.

Îäèí íþàíñ â ïðèâåä¼ííîì îïðåäåëåíèè. Â íàøåì îñíîâíîì ñëó÷àå îí íåñóùåñòâåí,

ïîñêîëüêó âñå íàøè òðîéíûå ïåðåñå÷åíèÿ íåïóñòû, íî â îáùåì îïðåäåëåíèè ìîæåò

âîçíèêíóòü îùóùåíèå, ÷òî ïðè ôîðìóëèðîâêå òðåáîâàíèÿ hijhjkhki|Uijk ≡ 1 ñëåäóåò

íàëîæèòü îãðàíè÷åíèå Uijk 6= ∅. Îäíàêî ÿ ïîëàãàþ ýòî èçëèøíèì: 1 â ïðàâîé ÷àñòè

îáñóæäàåìîãî ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ãðóïïû GUijk , â ñëó÷àå ïóñòîãî ìíîæå-

ñòâà V ∈∈ OPX èç îáùåêàòåãîðíûõ ñîîáðàæåíèé ñëåäóåò c÷èòàòü GV òðèâèàëüíîé,

òî åñòü îäíîýëåìåíòíîé, ãðóïïîé. Èíà÷å ãîâîðÿ, â ñëó÷àå Uijk = ∅ ñîîòíîøåíèå

hijhjkhki|Uijk ≡ 1 íå íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèé íà íàáîð hij.

5.0.2. Ãðóïïà GI è å¼ äåéñòâèå íà Z1(X, G; I). Îïðåäåëèì

GI :=
∏
i∈I
O(Ui).

Äåéñòâèå ýòîé ãðóïïû íà ìíîæåñòâå êîöèêëîâ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

GI × Z1(X, G; I) −→ Z1(X, G; I) : (g, h) 7→ g · h,
ãäå

(g · h)ij := gihijg
−1
j .

×èòàòåëþ ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî � äåéñòâèòåëüíî äåéñòâèå.

5.0.3. Êîãîìîëîãè÷åñêîå ìíîæåñòâî H1(X, G; I). Â íåêîììóòàòèâíîé âåð-
ñèè êîãðàíèöû ÿâíî íå ôèãóðèðóþò, à ïî îïðåäåëåíèþ

H1(X, G; I) := Z1(X, G; I)
GI

.

Ðàçóìååòñÿ, êëàññ âûäåëåííîãî ýëåìåíòà ñîîòâåòñòâóåò êîöèêëàì hij = gig
−1
j ,

è ìîæíî äàæå îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùèé àíàëîã êîãðàíè÷íîãî îïåðàòîðà
GI → Z1(X, G; I), íî ñõîäñòâî ñ êîììóòàòèâíûì ñëó÷àåì èëëþçîðíî.

Ïðèâåä¼ííîå îïðåäåëåíèå âðÿä ëè ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü îáóæäàåìûå êîãîìî-
ëîãè÷åñêèå ìíîæåòâà, â òîì ÷èñëå â èíòåðåñóþùåì íàc ñëó÷àå H1(X,O×). Îäíà
èç áëèæàéøèõ öåëåé � ðàçâèòü è ïîíÿòèÿ, ïîçâîëÿþùèå ïåðåéòè îò îïðåäåëå-
íèé ê âû÷èñëåíèÿì.

5.1. Ãëàâíûå ðàññëîåíèÿ
5.1.0. Òîðñîðû. Èíà÷å � ãëàâíûå îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà. Íåôîðìàëüíî G -
òîðñîð � ýòà ãðóïïà G, êîòîðàÿ "çàáûëà" ñâîé íåéòðàëüíûé ýëåìåíò. Òèïè÷íûé
ïðèìåð � àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî áåç âûäåëåííîãî "íà÷àëà" (êîîðäèíàò); íà
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àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå, îäíàêî, ñîõðàíÿåòñÿ äåéñòâèå âåêòîðíîãî (ñäâèãàìè),
è îïðåäåëåíà ðàçíîñòü òî÷åê àôôèííîãî, ÿâëÿþùèõñÿ âåêòîðîì. Ïîäðîáíîå
îáñóæäåíèå ñì. â [Baez].

Ìû ïðèìåì íåñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå. Äëÿ ãðóïïû G ∈∈ GRP îáîçíà÷èì

G := forgetGRPSET (G) ∈∈ SET

� òî æå ìíîæåñòâî, íî áåç ãðóïïîâîé ñòðóêòóðû. Îò ñòðóêòóðû ñîõðàíÿåòñÿ
äåéñòâèå

G×G −→ G : (g, x) 7→ g · x.
Ìû åãî ðåàëèçóåì â âèäå "îáðàòíîé" îïåðàöèè (âû÷èòàíèÿ â ñëó÷àå àôôèí-
íûõ è âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ)

G×G −→ G : (x, y) 7→ x : y.

Ýòà îïåðàöèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òîæäåñòâîì

(x : y) · y ≡ x

(x : y) � òî
(åäèíñòâåííîå) ïðåîáðàçîâàíèå,

êîòîðîå ïåðåâîäèò y â x

5.1.1. Ãëàâíîå îïðåäåëåíèå. Äëÿ ãðóïïû G ãëàâíîå G-ðàññëîåíèå îïðåäå-
ëÿåòñÿ (ñíîâà â ïîäõîäÿùåé êàòåãîðèè) êàê îáúåêò, ñíàáæ¼ííûé ñâîáîäíûì
äåéñòâèåì ãðóïïû G.

Ïóñòü äàíî òàêîå äåéñòâèå íà îáúåêòå1 E

G×E −→ E

� ÷àñòî èìåííî ýòîò ìîðôèçì íàçûâàåòñÿ ðàññëîåíèåì; ôàêòîð ïî íåìó îáî-
çíà÷èì X := E

G , à ìîðôèçì ôàêòîðèçàöèè �

π : E −→ X;

ïàðà (E, π) íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì G-ðàññëîåíèåì íàä X.

Ãëàâíûå G-ðàññëîåíèÿ íà äàííîé áàçîé íå îáðàçóþò ìíîæåñòâà, íàì ïðèä¼òñÿ
(íåíàäîëãî) ââåñòè êàòåãîðèþ

PRIN (X, G) := {{ãëàâíûå G− ðàññëîåíèÿ íàä X}},

ìîðôèçìû â êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ýêâèâàðèàíòíûìè îòîáðàæåíèÿìè

MorPRIN (X,G)

(
((E, π)), (E′, π′)

)
:= {ϕ : E→ E′ | ∀g ∈ G,P ∈ E

[
ϕ(g·P ) = g·ϕ(P )

]
},

ïðè÷¼ì äèàãðàììà

1îáîçíà÷åíèå òðàäèöèîííî: òåîðèÿ ðàññëî¼ííûõ ïðîñòðàíñòâ ñòðîèëàñü ïîñëå 2é ìèðîâîé
âîéíû â îñíîâíîì âî Ôðàíöèè, è èñïîëüçîâàëîñü ôðàíöóçñêîå ñëîâî Espace
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E E′

X

-

@
@R

�
�	

ϕ

π π′

ïðåäïîëàãàåòñÿ êîììóòàòèâíîé, π′ ◦ ϕ = π.

Î÷åâèäíî, ââåä¼ííàÿ êàòåãîðèÿ �ãðóïïîèä: âñå ìîðôèçèû â íåé îáðàòèìû.

Äëÿ ëþáûõ X, G òðèâèàëüíîå G-ðàññëîåíèå íàä X � ýòî ïðÿìîå ïðîèçâåäå-
íèå E = X × G ñ î÷åâèäíûì äåéñòâèåì G × E → E :

(
g, (P, x)

)
7→ (P, g · x) è

ïðîåêöèåé π : X × G → X : (P, x) → P . Ðàññëîåíèÿ, èçîìîðôíûå
(
â êàòåãîðèè

PRIN (X, G)
)
òðèâèàëüíîìó ðàññëîåíèþ, òàêæå íàçûâàþòñÿ òðèâèàëüíûìè.

Ëåììà Ãëàâíîå ðàññëîåíèå òðèâèàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äîïóñêà-
åò ñå÷åíèå, òî åñòü ìîðôèçì σ : X→ E, óäîâëåòâîðÿþùèé π ◦ σ = idX.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè íàëè÷èè òàêîãî ñå÷åíèÿ ñòðîèòñÿ èçî-
ìîðôèçì

E
'−→ X×G : e 7→

(
π(e), e :

(
σ ◦ π(e)

))
.

Íàîáîðîò, òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå äîïóñêàåò ñå÷åíèå

X −→ X×G : P 7→ (P, 1G).�

Äëÿ ëþáîãî îáúåêòà (E, π) ∈∈ PRIN (X, G) è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæå-
ñòâà Y ⊆ X îïðåäåëåíî îãðàíè÷åíèå E

∣∣
Y

:= π−1◦(Y) ñ "òåì æå" äåéñòâèåì

ãðóïïû G. Ýòî � ôóíêòîð PRIN (X, G)→→ PRIN (Y, G); ìû áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü åãî ëèøü äëÿ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ Y ∈ OPX.

Î÷åâèäíî ïîíÿòèå ëîêàëüíî-òðèâèàëüíîãî (ãëàâíîãî) ðàññëîåíèÿ; ïðè î÷åíü
øèðîêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ (êîòîðûå áûäóò âûïîëíåíû âî âñåõ íàøèõ ðàññìîò-
ðåíèÿõ) ëþáîå ãëàâíîå ðàññëîåíèå ëîêàëüíî-òðèâèàëüíî. ×àñòî ëîêàëüíàÿ òðè-
âèàëüíîñòü âêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèå ðàññëîåíèé.

Äëÿ ëþáîãî ïîêðûòèÿ I = (I, U) ∈∈ COV(X) îïðåäåëèì ïîëíóþ ïîäêàòåãî-
ðèþ

PRIN (X, G; I) ⊆⊆ PRIN (X, G),

îáúåêòû êîòîðûé òðèâèàëèçóåìû íàä îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè Ui ⊆ X ïðè
âñåõ i ∈ I. Èç ëîêàëüíîé òðèâèàëüíîñòè (ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè) ðàññëîåíèé
âûòåêàåò, ÷òî ëþáîå ðàññëîåíèå òðèâèàëèçóåòñÿ â äîñòàòî÷íî ìåëêîì ïîêðû-
òèè.

È êàòåãîðèÿ PRIN (X, G), è å¼ ïîäêàòåãîðèè PRIN (X, G; I) îòíîñÿòñÿ ê êëàñ-
ñó ïî ñóùåñòâó ìàëûõ2: õîòÿ ñàìè îáúåêòû è íå îáðàçóþò ìíîæåñòâ, êëàññû
èçîìîðôíîñòè îáðàçóþò. Áóäåì ïðè íåîáõîäèìîñòè íàçûâàòü ýòè êëàññû ýêâè-
âàëåíòíîñòè êàòàëîãàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ êàòåãîðèé è îáîçíà÷àòü èõ

PRIN(X, G) è PRIN(X, G; I).

2òåðìèí, ïðåäëîæåííûé Ï. Äåëèíåì: essentially small
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5.1.2. Êëàññèôèêàöèÿ ãëàâíûõ ðàññëîåíèé. Ñîõðàíÿåì îáîçíà÷åíèÿ ïðåäû-
äóùåãî ïîäðàçäåëà.

Òåîðåìà. Èìååò ìåñòî áèåêöèÿ

PRIN (X, G; I) ∼= H1(X, G; I).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äàííîãî ãëàâíîãî ðàññëîåíèÿ (E, π) ∈∈ PRIN (X, G; I)
äëÿ âñåõ i ∈ I èìåþòñÿ "âåðòèêàëüíûå" èçîìîðôèçìû

vi : π
−1◦Ui

'−→ (Ui ×G),
ïåðåñòàíîâî÷íûå ñ ïðîåêöèÿìè, òî åñòü óäîâëåòâîðÿþùèå äëÿ âñåõ i ∈ I ðà-
âåíñòâàì

prUi
◦ vi = π

∣∣
π−1◦Ui

,

ãäå prUi
: Ui × G → Ui : (P, g) 7→ P . Ñ ïîìîùüþ ýòèõ êîíñòðóêöèé ââîäÿòñÿ

òðèâèàëèçóþùèå ñå÷åíèÿ

σi : Ui −→ E : P 7→ v−1◦i (P, 1G),

î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâàì π ◦σi = idUi
. Íàêîíåö, ââîäÿòñÿ ôóíê-

öèè

hij := (σj : σi) : Uij −→ G,

è ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îíè îáðàçóþò êîöèêë.

Ïðîèçâîë â ïðèâåä¼ííîé êîíñòðóêöèè ñâÿçàí ñ âûáîðîì òðèâèàëèçóþùèõ ñå-
÷åíèé σi : Ui → E, ïðåâðàùàåìûì âåðòèêàëüíûìè èçîìîðôèçìàìè â íàáîð
ei = vi ◦ σi : Ui → G. Èçîìîðôíîå ðàññëîåíèå äàëî áû íàáîð σ̂i : Ui → Ê è ñ
ïîìîùüþ âåðòèêàëüíûõ èçîìîðôèçìîâ â êi = v̂i ◦ σ̂i : Ui → G, êîòîðûé áûë áû
ñâÿçàí ñ èñõîäíûì ñîîòíîøåíèÿìè êi = giei, ãäå gi : Ui → G � íåêîòîðûå ôóíê-
öèè (ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà). Òîãäà îêàçûâàåòñÿ â î÷åâèäíûõ îáîçíà÷åíèÿõ,
÷òî

ĥij = gihijg
−1
j ,

òî åñòü êîöèêëû h, ĥ ∈ Z1(X, G; I) ëåæàò â îäíîé GI-îðáèòå è, ñëåäîâàòåëüíî,
êîððåêòíî îïðåäåëÿþò êîíñòðóèðóåìûé ïî ðàññëîåíèþ ýëåìåíò èç H1(X, G; I).

Íàîáîðîò, ïóñòü çàäàí ïðîèçâîëüíûé êîöèêë h ∈ Z1(X, G; I). Ïîñòðîèì ïî
íåìó ãëàâíîå ðàññëîåíèå, êîòîðîå îáîçíà÷èì

X×h G :=

∐
i∈I
(
Ui ×G

)
≈h

,

ãäå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ≈h îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ òàâòîëîãè÷åñêèõ
âëîæåíèé3

oi : Ui ↪→ X :

ïî îïðåäåëåíèþ, äëÿ (Pi, gi) ∈ (Ui ×G) è (Pj , gj) ∈ (Uj ×G)

(Pi, gi) ≈h (Pj , gj) :⇐⇒
[
[oi(Pi) = oj(Pj) =: P ] ∧ [gi = hij(P )gj ]

]
3Îáîçíà÷åíèå íåñòàíäàðòíî. Ãîòè÷åñêàÿ áóêâà o � îò ñëîâîñî÷åòàíèÿ open subset.
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×èòàòåëþ ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ïîäðîáíàÿ ïðîâåðêà òîãî, òî îòíîøåíèå≈h äåéñòâè-
òåëüíî ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè è ÷òî ïðèâåä¼ííûå êîíñòðóêöèè
âçàèìíî îáðàòíû. �

Ïîëåçíî òàêæå ðàññìîòðåòü òðè âàðèàíòà ïðèâåä¼ííîãî îïðåäåëåíèÿ: íà êîöèêë ìîæ-

íî óìíîæàòü è ñëåâà, è ñïðàâà, à èíäåêñû ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü.

Âî âñåõ âàæíûõ ñëó÷àÿõ îò ïðèâÿçêè ê ïîêðûòèþ óäà¼òñÿ èçáàâèòüñÿ, ïåðå-
õîäÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì îïðåäåë¼ííîìó ïðåäåëó ïî èçìåëü÷àþùèìñÿ
ïîêðûòèÿì; ñì. [Huse1994].

5.2. Èíäóöèðîâàííûå ðàññëîåíèÿ.

5.2.0. Êîíñòðóêöèÿ. Òåïåðü ðàññìîòðèì íîâóþ ñòðóêòóðó; äåéñòâèå α ãðóï-
ïû G íà îáúåêòå A

G×A −→ A : (g, a) 7→ g ·α a.

Ýòî ïîçâîëÿåò ââåñòè èíäóöèðîâàííîå ðàññëîåíèå

X×h,α A :=

∐
i∈I
(
Ui ×A)
,

≈h,α

ãäå ïðè çàäàííîì êîöèêëå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ≈h,α îïðåäåëÿåòñÿ ôîð-
ìóëîé

(P, a)i =
(
P, hij(P ) ·α a

)
j

Îñòàâøèåñÿ ôîðìóëèðîâêè è ïðîâåðêè ïðåäîñòàâëÿþòñÿ ÷èòàòåëþ.

5.2.1. Ïðèìåðû. Îò ïðîèçâîëüíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ïåðåéä¼ì ê
ìíîãîîáðàçèÿì X, ïðè÷¼ì ýòîò òåðìèí ìîæåò ïîíèìàòüñÿ øèðîêî. ×òîáû íå
âîçèòüñÿ ñ èíäåêñàìè, îãðàíè÷èìñÿ ñåãîäíÿ ñëó÷àåì

dimX = 1.

Êîãäà îáùåïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ íå âûðàáîòàíû, íàøè áóäóò äî íåêîòîðîé
ñòåïåíè ñëó÷àéíû. Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, êàê îáû÷íî, ïîêðûòèå X =

⋃
i∈I Ui è ñè-

ñòåìà ëîêàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ui ∈ O(Ui).

Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå. Ñå÷åíèå â òðàäèöèîííûõ îáîçíà÷åíèÿõ: V |Ui = Vi
∂
∂ui

.[
Vi

∂

∂ui

∣∣∣
Uij

= Vj
∂

∂uj

∣∣∣
Uij

]
⇐⇒

[
Vi =

∂ui
∂uj

Vj

]

Êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå. Ñå÷åíèå â òðàäèöèîííûõ îáîçíà÷åíèÿõ: ω|Ui = fidui.[
fidui

∣∣∣
Uij

= fjduj

∣∣∣
Uij

]
⇐⇒

[
fi =

∂uj
∂ui

fj

]
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Âëîæåíèå êðèâîé â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî. Â ñòàíäàðòíûõ êîîðäèíàòàõ îáú-
åìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà

hij =
xi
xj
.

Ýòîò ïðèìåð áóäåò èãðàòü öåíòðàëüíóþ ðîëü â ãåîìåòðèè ïðîåêòèâíûõ êðè-
âûõ.

5.3. Ïó÷êè ñå÷åíèé
5.3.0. Ðàññëîåíèÿ íàä ïðîåêòèâíûìè ïðîñòðàíñòâàìè. Â íàøåì îñíîâ-
íîì ñëó÷àå

G = k×.
Î íåé íàäî äóìàòü êàê î ÑÂÎÁÎÄÍÎ äåéñòâóþùåé íà ïðîêîëîòîì ïðîñòðàí-
ñòâå

E = kn+1 \ {0}.
Áàçà ýòîãî ðàññëîåíèÿ � òî ñàìîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî

Pn(k) =
kn+1 \ {0}

k×
,

â êîòîðîì ìû â îñíîâíîì ðàáîòàåì. Ñàìî ðàññëîåíèå íàçûâàåòñÿ òàâòîëîãè-
÷åñêèì. Êàê ìû ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ óçíàåì, âñå ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ íàä
Pn(k) �ñòåïåíè òàâòîëîãè÷åñêîãî.

Âñå ðàññëîåíèÿ íàä âëîæåííûìè â ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà êðèâûìè (à òàê-
æå íàä ìíîãîîáðàçèÿìè á�îëüøèõ ðàçìåðíîñòåé)

X ↪→ Pn(k)

� îãðàíè÷åíèÿ ýòèõ. Â ÷àñòíîñòè, ýòî âåðíî äëÿ ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé LD, ïî-
ñòðîåííûõ, êàê âûøå, ïî äèâèçîðàì D ∈ Div(X).

5.3.1. Ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ è äèâèçîðû. Èòàê, ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ íà
ïðîåêòèâíûõ êðèâûõ çàäàþòñÿ ôóíêöèÿìè ïåðåõîäà è ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åíè-
ÿìè òàâòîëîãè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ íàä îáúåìëþùèì ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì. Êàê æå â ñëó÷àå ðàññëîåíèÿ LD âîññòàíîâèòü äèâèçîð D?

Ïðàâèëüíàÿ âåðñèÿ ýòîãî âîïðîñà � î âîññòàíîâëåíèè íå äèâèçîðà, à êëàññà
åãî ëèíåéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè. È îòâåò çäåñü ìãíîâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëå-
íèé:

Êëàññ ëèíåéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè îáèëüíîãî äèâèçîðà ñîâïàäàåò ñ êëàññîì
ãèïåðïëîñêîãî ñå÷åíèÿ êðèâîé â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå ïðè âëîæåíèè,
îïðåäåë¼ííîì ýòèì äèâèçîðîì.

5.3.2. Îò ðàññëîåíèé ê ïó÷êàì. Îãðàíè÷èìñÿ âåêòîðíûìè ðàññëîåíèÿìè,
òî åñòü â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñëó÷àåì G ⊆ GLn(k) è α : G→ Autk(V ) � ëèíåé-
íîå ïðåäñòàâëåíèå.

Êàæäîìó òàêîìó ðàññëîåíèþ ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå (ïðåä)ïó÷îê åãî ñå÷å-
íèé. Â òàêîé îáùíîñòè ìû îáîçíà÷åíèé íå ôèêñèðóåì.
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×òî æå êàñàåòñÿ íàøåãî îñíîâíîãî ïðèìåðà ðàññëîåíèé LD → X ïðè D ∈
Div(X), òî ïó÷îê LD ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó îòêðûòîìó U ∈ OP(X) àáåëåâó
ãðóïïó (è äàæå O(U)-ìîäóëü)

LD(U) := {ñå÷åíèÿ LD
∣∣
U
}.

5.3.3. LD,LD,L(D). Ìû ñîïîñòàâèëè êàæäîìó D ∈ Div(X) òðè óêàçàííûõ
îáúåêòà ñî ñõîæèìè îáîçíà÷åíèÿìè. Îíè îïðåäåëÿëèñü ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî
êîëè÷åñòâà ïðîèçâîëüíûõ âûáîðîâ. Ìîæíî óáåäèòüñÿ, îäíàêî, ÷òî èõ êëàññû
èçîìîðôíîñòè îò ýòèõ âûáîðîâ íå çàâèñÿò.
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