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Ëèñòîê 4.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé sinnx íå èìååò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
ñõîäÿùåéñÿ ïî÷òè âñþäó íà [0, 1].
Çàäà÷à 2. Ïóñòü K � êîìïàêò â [0, 1] ïîëîæèòåëüíîé ìåðû Ëåáåãà, íå èìåþùèé âíóòðåííèõ

òî÷åê. Äîêàçàòü, ÷òî åãî èíäèêàòîð íå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìûì ïî Ðèìàíó.
Çàäà÷à 3. a) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé áîðåëåâñêîé ôóíêöèè f íà [0, 1] íàéäåòñÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé fn, äëÿ êîòîðûõ f(x) = lim
n→∞

fn(x) äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ [0, 1].

b) Ïðèâåñòè ïðèìåð òàêîé îãðàíè÷åííîé áîðåëåâñêîé ôóíêöèè íà [0, 1], ÷òî âñÿêàÿ ôóíêöèÿ,
ñîâïàäàþùàÿ ñ íåé ïî÷òè âñþäó, âñþäó ðàçðûâíà.
Çàäà÷à 4. Ïóñòü èçìåðèìûå ôóíêöèè fn ïî÷òè âñþäó ñõîäÿòñÿ ê ôóíêöèè f íà îòðåçêå [0, 1] ñ

ìåðîé Ëåáåãà. Äîêàæèòå, ÷òî

lim
n→∞

∫ 1

0
fn(x)e−f2

n(x) dx =
∫ 1

0
f(x)e−f2(x) dx.

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî ñõîäèìîñòü ïî÷òè âñþäó íà ìíîæåñòâå ìíîãî÷ëåíîâ íà [0, 1] íå çàäà-
åòñÿ òîïîëîãèåé (ò. å. íåò òàêîé òîïîëîãèè íà ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ, ÷òî ñõîäÿùèåñÿ â íåé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � â òî÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿùèåñÿ ïî÷òè âñþäó).
Çàäà÷à 6. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî∫

X
|f |p dµ = p

∫
tp−1µ(x : |f(x)| > t) dt.

Çàäà÷à 7. Íàéäèòå îáúåì åäèíè÷íîãî øàðà â Rn.
Çàäà÷à 8. Íàéäèòå îáúåì ïåðåñå÷åíèÿ âíóòðåííîñòåé äâóõ öèëèíäðîâ x2 + y2 = 1, x2 + z2 = 1

â R3.
Çàäà÷à 9. Íàéäèòå îáúåì òåëà, ïîëó÷åííîãî âðàùåíèåì êóáà â R3 âîêðóã äèàãîíàëè.
Çàäà÷à 10. Ïóñòü I = [0, 1]n. Íàéäèòå∫

I
min{x1, . . . , xn} dx,

∫
I
max{x1, . . . , xn} dx.
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