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Èòàê, ìû çàèíòåðåñîâàííû â ïðåäñòàâèìîñòè ôóíêòîðîâ F : ART −→ SET , áóäü
òî â îáû÷íîì ñìûñëå èëè â ñìûñëå ïðåäñòàâèìîñòè äã-àëãåáðàìè Ëè. Äâóñìûñëåí-
íîñòü ñëîâà "ïðåäñòàâèìîñòü"ìû îñòàâèëè âïîëíå ñîçíàòåëüíî. Ìû óæå âèäåëè, ÷òî
â äëÿ ðåøåíèÿ äåôîðìàöèîííûõ çàäà÷ êàòåãîðèÿ ART ñëèøêîì óçêà è íàäî ðàñ-
øèðÿòü å¼ äî ïðî-îáúåêòîâ. Íà ñàìîì äåëå íàì â îñíîâíîì áóäóò íóæíû òîëüêî
ïðî-îáúåêòû âïîëíå êîíêðåòíîãî âèäà, îò äèàãðàìì-ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïóñòü ó
íàñ åñòü íàáîð êîëåö Ai äëÿ i ∈ N âìåñòå ñ ãîìîìîðôèçìàìè fi : Ai −→ Ai−1. Íàïîì-
íèì, ÷òî Ïðîåêòèâíûì ïðåäåëîì limAi ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ai íàçûâàåòñÿ ïîä-
ìíîæåñòâî â

∏
iN
Ai, ñîñòîÿùåå èç òàêèõ íàáîðîâ (. . . , a3, a2, a1, a0), ÷òî fi(ai) = ai−1.

Ïîêîìïîíåíòíî ââåä¼ííûå îïåðàöèè ïðåâðàùàþò limAi â êîëüöî. Êîëüöà, èçîìîðô-
íûå limAi ìû áóäåì íàçûâàòü ïðîêîíå÷íîìåðíûìè êîëüöàìè.

Óïðàæíåíèå 1: Ïðîâåðüòå óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî ïðåäåëà: Ãîìîìîðôèçìû èç àë-
ãåáðû T â limAi ýòî â òî÷íîñòè ñåìåéñòâà ãîìîìîðôèçìîâ ti : T −→ Ai, ñîãëàñîâàí-
íûå â òîì ñìûñëå, ÷òî fiti = ti−1. Èíûìè ñëîâàìè, Hom(T, limAi) = limHom(T,Ai).

Íà áåñêîíå÷íîì ïðîèçâåäåíèè ìíîæåñòâ Ai åñòü òîïîëîãèÿ (òèõîíîâñêàÿ), êîòî-
ðàÿ íåòðèâèàëüíà, äàæå åñëè íà ñàìèõ Ai íèêàêîé òîïîëîãèè íå áûëî. Ðàññìîòðèì
ìåòðèêó d : limAi × limAi −→ R ôîðìóëîé d({ai}, {bi}) = exp(min{i|ai − bi ̸= 0}).

Óïðàæíåíèå 2: Äîêàæèòå, ÷òî ýòà ìåòðèêà çàäà¼ò òèõîíîâñêóþ òîïîëîãèþ íà
limAi è ÷òî ýòà ìåòðèêà ïîëíà.

Ïîä÷åðêí¼ì åù¼ ðàç, ÷òî òîïîëîãèþ íà ñàìèõ ïðîñòðàíñòâàõ Ai ìû ðàññìàòðèâà-
åì äèñêðåòíóþ, äàæå åñëè ýòî âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä, íàïðèìåð, ïîëåì âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë. Åñëè êîëüöà Ai áûëè îáúåêòàìè êàòåãîðèè ART , òî îíè ÿâëÿëèñü
êîíå÷íîìåðíûìè, è ïîëó÷èâøååñÿ òîïîëîãè÷åñêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî limAi íà-
çûâàåòñÿ ïñåâäîêîìïàêòíûì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç PRO êàòåãîðèþ, îáúåêòû êîòîðîé ýòî ëîêàëüíûå m-àäè÷åñêè
ïîëíûå í¼òåðîâû àëãåáðû. Óñëîâèå m-àäè÷åñêîé ïîëíîòû îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ òàêàÿ
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àëãåáðà A èçîìîðôíà îáðàòíîìó ïðåäåëó limA/mi, è êàæäàÿ èç àëãåáð limA/mi

êîíå÷íîìåðíà.

Ôóíêòîð F : ART −→ SET íàçûâàåòñÿ ïðîïðåäñòàâèìûì, åñëè îí èçîìîðôåí
ôóíêòîðó hA : A 7→ Hom(A, A) äëÿ êàêîé-òî àëãåáðû A èç êàòåãîðèè PRO Ïîä
ãîìîìîðôèçìàìè èìåþòñÿ â âèäó îáû÷íûå ãîìîìîðôèçìû êîëåö. Ïî îòîáðàæåíèþ
àëãåáð A−→B ñòðîèòñÿ ìîðôèçì ôóíêòîðîâ hB −→ hA � ïóëëáåê.

Ñåìåéñòâîì äëÿ ôóíêòîðà F íàä ïðî-àðòèíîâîé àëãåáðîé A ìû áóäåì íàçûâàòü
ìîðôèçì ôóíêòîðîâ r : hA −→ F .

Ôóíêòîð F ìîæíî ïðîäîëæèòü íà êàòåãîðèþ PRO, ïîëîæèâ F (limAi) := limF (Ai).
Ïî íàäëåæàùåìó âàðèàíòó ëåììû Éîíåäû, ñåìåéñòâî r : hA −→ F ýòî âñ¼ ðàâíî ÷òî
ýëåìåíò â F (A) � ïîýòîìó îíî òàê è íàçûâàåòñÿ. Ñåìåéñòâî íàçûâàåòñÿ óíèâåð-

ñàëüíûì, åñëè r ýòî èçîìîðôèçì ôóíêòîðîâ.

Ìîðôèçì ôóíêòîðîâ f : F −→G íà ìàëåíüêèõ àëãåáðàõ íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì,
åñëè äëÿ ëþáîé ñþðúåêöèè àëãåáð q : B −→ A è äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ α ∈ F (A) è
β ∈ G(B) òàêèõ ÷òî f(α) = G(q)(β) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò γ ∈ F (β), ïîäíèìàþùèé β
â òîì ñìûñëå, ÷òî f(γ) = β. Ñëîâî ãëàäêèé çäåñü îòñûëàåò ê èíôèíèòåçèìàëüíîìó
êðèòåðèþ ãëàäêîñòè, èçâåñòíîìó â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

Ñåìåéñòâî r : hA −→ F íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè îíî ãëàäêî. Èç ýòîãî îïðåäåëå-
íèÿ ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå F -ñåìåéñòâî íàä A ïîäíèìàåòñÿ ñ A: îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâ
Hom(A, A)−→ F (A) ñþðúåêòèâíî. Íàêîíåö, äàäèì ñàìîå èíòåðåñíîå îïðåäåëåíèå:

Ïîëíîå ñåìåéñòâî r : hA −→ F íàçûâàåòñÿ âåðñàëüíûì, åñëè îòîáðàæåíèå ìíî-
æåñòâ hA(k[t]/t

2)−→ F (k[t]/t2) ýòî áèåêöèÿ. (Êàê ìû ïîêàçàëè íà ïðîøëîé ëåêöèè,
ïðè ñëàáûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà ôóíêòîð F ýòî áóäåò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ìåæäó
ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè).

Ïîíÿòíî, ÷òî óíèâåðñàëüíîå ñåìåéñòâî âåðñàëüíî è ïîëíî. Ïîíÿòíî, ÷òî óíèâåð-
ñàëüíîå ñåìåéñòâî, åñëè îíî ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî åäèíñòâåííîãî
èçîìîðôèçìà. Âåðñàëüíîå ñåìåéñòâî åäèíñòâåííî, íî íå îáÿçàòåëüíî ñ òî÷íîñòüþ
äî åäèíñòâåííîãî èçîìîðôèçìà: â ñèëó ïîëíîòû, ìåæäó äâóìÿ âåðñàëüíûìè ñåìåé-
ñòâàìè ñóùåñòâóåò ìîðôèçì hA −→ hA′ , êîòîðûé â ñèëó ëåììû Éîíåäû ñîîòâåòñòâó-
åò ìîðôèçìó A′ −→A, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì íà êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ. Àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâóåò òàêîé æå ìîðôèçì hA′ −→ hA. Àâòîìîðôèçì í¼òå-
ðîâîé ëîêàëüíîé àëãåáðû, èíäóöèðóþùèé àâòîìîðôèçì íà êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ, èçîìîðôèçì â ñèëó ëåììû Íàêàÿìû.
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Ïîëíûõ ñåìåéñòâ ìîæåò áûòü ìíîãî. Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû óïîìèíàëè òåîðåìó
Øëåçèíãåðà, êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî ôóíêòîð F : ART −→ SET , óäîâëåòâîðÿþ-
ùèé àêñèîìàì H0) � H4), ïðåäñòàâèì, òî åñòü îáëàäàåò óíèâåðñàëüíûì ñåìåéñòâîì.
Øëåçèíãåð äîêàçàë, ïîìèìî ýòîãî, ÷òî ôóíêòîð, óäîâëåòâîðÿþùèé àêñèîìàì H0) �
H3) äîïóñêàåò âåðñàëüíîå ñåìåéñòâî. Ìû äîêàæåì òåîðåìó Êóðàíèøè â òàêîé ôîð-
ìóëèðîâêå: ôóíêòîð DefL äëÿ äã-àëãåáðû Ëè ñ êîíå÷íîìåðíûìè êîãîìîëîãèÿìè L
äîïóñêàåò âåðñàëüíîå ñåìåéñòâî.

Óïðàæíåíèå 3: Ðàññìîòðèì ôóíêòîð T : ART −→ SET , ãäå T (A) := m/m2. Ïî-
ñòðîéòå âåðñàëüíîå ñåìåéñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò ôóíêòîð íå ïðîïðåäñòàâèì.

Eñëè ó àëãåáðû ëè íåò äèôôåðåíöèàëà, òî áàçà âåðñàëüíîãî ñåìåéñòâà ýòî êâàä-
ðàòè÷íûé êîíóñ â L1: óðàâíåíèå Ìàóðåðà-Êàðòàíà âûðîæäàåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå â
[x, x] = 0. Ýòî ñåìåéñòâî â îáùåì ñëó÷àå íå óíèâåðñàëüíî èç-çà äåéñòâèÿ àëãåáðû ëè
L0. Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Êóðàíèøè â ïîëíîé îáùíîñòè ñîñòîèò â èçó÷åíèè
òîãî, êàê ôóíêòîð DefL çàâèñèò îò L. Ìû äîêàæåì íàïðàøèâàþùååñÿ óòâåðæäåíèå,
÷òî îí çàâèñèò òîëüêî îò êëàññà êâàçèèçîìîðôèçìà L. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçó÷àòü äã-
àëãåáðû Ëè ñ òî÷íîñòüþ äî êâàçèèçîìîðôèçìà, óäîáíî ïåðåéòè ê òàê íàçûâàåìûì
L∞-àëãåáðàì. Êàæäàÿ äã-àëãåáðà ëè êâàçèèçîìîðôíà â L∞-ñìûñëå L∞-àëãåáðå ñ íó-
ëåâûì äèôôåðåíöèàëîì, ïðîäîëæåíèå ôóíêòîðà Def íà êîòîðûõ äîïóñêàåò ñðàâíè-
òåëüíî ïðîñòîå îïèñàíèå. Óäîáíûé îïèñûâàòü ñîîòíîøåíèÿ â L∞-àëãåáðàõ ýòî ðàáî-
òàòü ñ òàê íàçûâàåìûìè êîøóëåâî äâîéñòâåííûìè êîàëãåáðàìè: äëÿ äã-àëãåáðû ýòî
ïðîñòî ãîìîëîãè÷åñêèé êîìïëåêñ Øåâàëëå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, àðòèíîâû àëãåáðû
êîíå÷íîìåðíû � ìîæíî âçÿòü ê íèì äâîéñòâåííûå ïðîñòðàíñòâà è ïîëó÷èòü êîíå÷-
íîìåðíûå æå êîàëãåáðû. Ïî ïðîàðòèíîâûì àëãåáðàì òàêèì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü
òîæå êîàëãåáðû � íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íîìåðíûå, íî áåç âñÿêîé òîïîëîãèè. Â ýòîì
ñîñòîèò ñâÿçü ìåæäó ôóíêòîðàìè íà ìàëåíüêèõ àëãåáðàõ è àëãåáðàìè Ëè � è òî è
äðóãîå òåñíî ñâÿçàíî ñ êîêîììóòàòèâíûìè êîàëãåáðàìè. Ïîýòîìó ñåé÷àñ ìû áóäåì
îáñóæäàòü êîàëãåáðû.

Ãðàäóèðîâàííàÿ êîàññîöèàòèâíàÿ êîàëãåáðà íàä ïîëåì k ýòî ãðàäóèðîâàííûé k-
ìîäóëü âìåñòå ñ îòîáðàæåíèÿìè êîåäèíèöû η : C −→ k è êîóìíîæåíèÿ ∆ : C −→ C⊗
C, óäîâëåòâîðÿþùèìè íåêîòîðûì ñâîéñòâàì. Ñâîéñòâî êîåäèíèöû ãîâîðèò, ÷òî êîì-
ïîçèöèè (η⊗ Id)∆ è (Id⊗η)∆ : C −→ C⊗C −→ C òîæäåñòâåííû. Ñâîéñòâî êîàññîöè-
àòèâíîñòè óòâåðæäàåò, ÷òî êîìïîçèöèè (∆⊗ Id)∆ è (Id⊗∆)∆ : C −→ C ⊗C −→ C ⊗
C ⊗ C ðàâíû.

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè (V1,2, d1,2 ∈ End1(V1,2)) ýòî äâà êîìïëåêñà, òî ñòðóêòóðà êîì-
ïëåêñà íà èõ òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè ââîäèòñÿ ïî ôîðìóëå d1⊗2 = d1 ⊗ Id+ Id⊗d2.
Ýòî ðàâåíñòâî íà óðîâíå îïåðàòîðîâ: ïðèìåí¼ííîå ê ýëåìåíòàì, îíî èìååò âèä d(v⊗
w) = d(v) ⊗ w + (−1)|v|v ⊗ d(w). Êîàëãåáðà (C, d) íàçûâàåòñÿ äã-êîàëãåáðîé, åñëè
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îòîáðàæåíèÿ êîóìíîæåíèÿ è êîåäèíèöû êîììóòèðóþò ñ äèôôåðåíöèàëàìè.

Óïðàæíåíèå 4: Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè k ýòî ïîëå, òî íà êîãîìîëîãèÿõ H := Ker d
Im d

äã-
êîàëãåáðû åñòü åñòåñòâåííàÿ ñòðóêòóðà ãðàäóèðîâàííîé êîàëãåáðû. Ïîêàæèòå, ÷òî
åñëè k ýòî êîëüöî, òî ýòî íå îáÿçàòåëüíî òàê. (íî ýòî âñ¼ åù¼ òàê åñëè Ci ýòî ïëîñêèå
k-ìîäóëè.

Àêñèîìû êîàëãåáðû â ìîíîèäàëüíîé êàòåãîðèè C êîðîòêî ìîæíî ñôîðìóëèðî-
âàòü òàê: C çàäà¼ò ñòðóêòóðó àëãåáðû â ïðîòèâîïîëîæíîé êàòåãîðèè Copp. Êàòå-
ãîðèþ k − V ectopp äëÿ ïîëÿ k íåñëîæíî îïèñàòü: Âî-ïåðâûõ, êàòåãîðèÿ êîíå÷íîìåð-
íûõ ïðîñòðàíñòâ k−V ectf ýêâèâàëåíòíà ñâîåé ïðîòèâîïîëîæíîé ïîñðåäñòâîì âçÿòèÿ
äâîéñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà. Âî-âòîðûõ, êàæäîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî èçîìîðôíî
ïðÿìîìó ïðåäåëó êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ (äàæå ïðÿìîé ñóììå îäíî-
ìåðíûõ). Çíà÷èò, êàæäûé îáúåêò êàòåãîðèè k−V ectopp èçîìîðôåí ïðÿìîìó ïðåäåëó
êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ìû óæå îáñóæäàëè, ÷òî òàêèå ïðîñòðàí-
ñòâà íàçûâàþòñÿ ïñåâäîêîìïàêòíûìè (èíîãäà èñïîëüçóþò òåðìèí "ëîêàëüíî ëèíåé-
íî êîìïàêòíûå ïðîñòðàíñòâà": â ñëó÷àå ïîëÿ îáà îïðåäåëåíèÿ îïèñûâàþò îäèí è
òîò æå îáúåêò). Âåðåí ðåçóëüòàò, ÷òî êàòåãîðèÿ k − V ectopp ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè
ïñåâäîêîìïàêòíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Äàæå áåç ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè, êàæäûé
îáúåêò ýòî ïðîåêòèâíûé ïðåäåë êîíå÷íîìåðíûõ.

Àëãåáðà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì ïðåäåëîì êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíòñòâ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå òî æå ñàìîå, ÷òî è ïðîåêòèâíûõ ïðåäåë êîíå÷-
íîìåðíûõ àëãåáð. Îäíàêî íåêîòîðîå ìàòåìàòè÷åñêîå ÷óäî ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýòî
óòâåðæäåíèå âåðíî.

Theorem 5: Âñÿêàÿ êîàññîöèàòèâíàÿ êîàëãåáðà C íàä ïîëåì k ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíè-
åì ñâîèõ êîíå÷íîìåðíûõ ïîäêîàëãåáð (òàêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ V , ÷òî ∆(V ) ⊂ V ⊗V ).

Äîêàçàòåëüñòâî: Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ∆i : C −→ C⊗i−1 èòåðèðîâàííîå îòîá-
ðàæåíèå êîóìíîæåíèÿ; â ñèëó êîàññîöèàòèâíîñòè, îíî íå çàâèñèò îò òîãî, ê êàêî-
ìó èìåííî èç ñîìíîæèòåëåé ìû ïðèìåíÿåì îòîáðàæåíèå ∆ â î÷åðåäíîé ðàç. Ïóñòü
v ∈ C; ìû õîòèì íàéòè êîíå÷íîìåðíóþ ïîäêîàëãåáðó, ñîäåðæàùóþ v. Ðàññìîòðèì
∆2(v) =

∑
i,j xi⊗vij⊗yj, ãäå xi ëèíåéíî íåçàâèñèìû è yj ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Âåêòî-

ðà vij ïîðîæäàþò êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî V ⊂ C. Òàê êàê Id = (η⊗Id⊗η)∆2,
v ∈ V . Ïîêàæåì, ÷òî ∆ : V −→ V ⊗C. Äëÿ ýòîãî, âîñïîëüçîâàâøèñü êîàññîöèàòèâíî-
ñòüþ, ïðèðàâíÿåì

∑
i,j ∆(xi)⊗ vij ⊗ yj =

∑
i,j xi ⊗∆(vij)⊗ yj. Ïîñêîëüêó yj ëèíåéíî

íåçàâèñèìû ìåæäó ñîáîé, ìû âèäèì ÷òî
∑

i ∆(xi)⊗ vij =
∑

i xi⊗∆(vij). Ëåâàÿ ÷àñòü
ðàâåíñòâà ëåæèò â C ⊗ C ⊗ V , çíà÷èò, è ïðàâàÿ ÷àñòü òîæå. Ïîñêîëüêó xi ëèíåéíî
íåçàâèñèìû, ïîëó÷àåì, ÷òî ∆(vij) ∈ C ⊗ V . Àíàëîãè÷íî, ∆(vij) ∈ V ⊗ C. Ïîëó÷àåì,
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÷òî ∆(V ) ∈ V ⊗ V , òî åñòü V ýòî ïîäêîàëãåáðà.

Óïðàæíåíèå 6: Äîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ êîàññîöèàòèâíàÿ äã-êîàëãåáðà ÿâëÿåòñÿ
îáúåäèíåíèåì ñâîèõ êîíå÷íîìåðíûõ äã-ïîäêîàëãåáð.

Ýòî óòâåðæäåíèå òåì óäèâèòåëüíåå, ÷òî áåç óñëîâèÿ êîàññîöèàòèâíîñòè îíî íåâåð-
íî.

Óïðàæíåíèå 7: Äàéòå îïðåäåëåíèå êîàëãåáðû Ëè. Ïîêàæèòå, ÷òî âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî ñ áàçèñîì ei, i ∈ [−1..∞] è êîóìíîæåíèåì, çàäàííûì ïî ïðàâèëó c(en) :=∑

i+j=n
1

i−j
(ei⊗ej), íå ñîäåðæèò íèêàêèõ ïîäêîàëãåáð. Îïèøèòå äâîéñòâåííóþ àëãåá-

ðó Ëè â êàêèõ-íèáóäü ãåîìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ.

Êîàëãåáðà íàçûâàåòñÿ êîêîììóòàòèâíîé, åñëè êîìïîçèöèÿ τC,C∆ : C −→ C⊗C
ðàâíà îïåðàòîðó ∆. Åñëè A ýòî àëãåáðà èç êàòåãîðèé ART èëè PRO, òî äâîéñòâåí-
íîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî A∨ ýòî êîêîììóòàòèâíàÿ êîàññîöèàòèâíàÿ êîàëãåáðà,
ñîîòâåòñòâåííî, êîíå÷íîìåðíàÿ èëè ïðîèçâîëüíàÿ.

Îñíîâíîå ïîëå k òðèâèàëüíûì îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ êîàëãåáðîé. Êîàóãìåíòàöèåé
íà (äã-)êîàëãåáðå íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå (äã-)êîàëãåáð ι : k −→ C.

Ïðèìåð 8: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî V ýòî êàêîå-òî ãðàäóèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. îáî-
çíà÷èì ÷åðåç TV ïðîñòðàíñòâî ⊕∞

i=0V
⊗i. Îïðåäåëèì îïåðàöèþ c : TV −→ TV ⊗ TV

ïî ôîðìóëå

c(v1 ⊗ · · · ⊗ vn) :=
n∑

i=0

(v1 ⊗ · · · ⊗ vi)⊗ (vi+1 ⊗ · · · ⊗ vn), (1)

ãäå ïîä ïóñòûì òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì ìû ïîíèìàåì ýëåìåíò 1 ∈ V ⊗0 ∈ TV .
Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî çíà÷îê ⊗ îáîçíà÷àåò â ýòîé ôîðìóëå äâå ðàçíûå âåùè. Ìû
îòäåëÿåì äâà ðàçíûõ ñìûñëà äðóã îò äðóãà ñêîáêàìè; èíîãäà îïèñàííóþ âûøå ôîð-
ìóëó ìîæíî âñòðåòèòü â âèäå [v1| . . . |vi] ⊗ [vi+1| . . . |vn]. Îò ýòèõ ïàëî÷åê ýòèìîëîãè-
÷åñêè ïðîèñõîäèò òåðìèí "áàð-êîíñòðóêöèÿ".

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî êîàëãåáðà TV ñ êîóìíîæåíèåì c êîàññîöèàòèâíà. Îòùåï-
ë¼ííîå ïîäïðîñòðàíñòâî k ⊂ TV çàäà¼ò êîåäèíèöó è êîàóãìåíòàöèþ.

Íà ïðîñòðàíñòâå T nV := V ⊗n äåéñòâóåò ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà íà n áóêâàõ Σn

ïî ïðàâèëó σ(v1⊗· · ·⊗vn) := (−1)εvσ(1)⊗· · ·⊗vσ(n), ãäå ε ðàâíî êîëè÷åñòâó èíâåðñèé
íå÷¼òíûõ ýëåìåíòîâ â ïåðåñòàíîâêå σ ∈ Σn.
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Óïðàæíåíèå 9: Ýòî ïðàâîå èëè ëåâîå äåéñòâèå?

Ïðîñòðàíñòâî èíâàðèàíòîâ îòíîñèòåëüíî ýòîãî äåéñòâèÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç SnV :=
(T nV )Σn . Ïîäïðîñòðàíñòâî SV := ⊕∞

i=0S
nV ⊂ TV ÿâëÿåòñÿ êîêîììóòàòèâíîé ïîäêî-

àëãåáðîé â TV . Îáå ýòè êîàëãåáðû îáëàäàþò îäíèì âàæíûì ñâîéñòâîì.

Óïðàæíåíèå 10: Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ êîàóãìåíòèðîâàííîé êîàëãåáðû ôàêòîðïðî-
ñòðàíñòâî C/ιk ñàìî ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ êîàëãåáðîé (êîàññîöèàòèâíîé, íî áåç êîåäèíè-
öû).

Êîàëãåáðà (E,∆) áåç êîåäèíèöû íàçûâàåòñÿ êîíèëüïîòåíòíîé, åñëè ôèëüòðà-
öèÿ íà E, çàäàííàÿ ÿäðàìè èòåðèðîâàííûõ êîóìíîæåíèé ∆

n
: E −→ E⊗n, èñ÷åð-

ïûâàþùàÿ, òî åñòü, åñëè êàæäûé ýëåìåíò óìèðàåò, åñëè åãî äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç
êîóìíîæèòü. Êîàóãìåíòèðîâàííàÿ êîàëãåáðà (C, ι) íàçûâàåòñÿ êîíèëüïîòåíòíîé,
åñëè êîàëãåáðà C/ιk êîíèëüïîòåíòíà.

Óïðàæíåíèå 11: Äîêàæèòå, ÷òî ó êîàóãìåíòèðîâàííîé êîíèëüïîòåíòíîé êîàëãåáðû
êîàóãìåíòàöèÿ åäèíñòâåííà.

Ïðèìåðû: TV è SV êîíèëüïîòåíòíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ôèëüòðàöèè ñîâïàäàþò ñ
òåíçîðíûìè ôèëüòðàöèÿìè T≤n. Ïðÿìàÿ ñóììà òðèâèàëüíûõ êîàëãåáð íå êîíèëü-
ïîòåíòíà. ×óòü ìåíåå íåòðèâèàëüíûé ïðèìåð: ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ ãðóïïó G è
ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî C(G) ôóíêöèé íà G ñî çíà÷åíèÿìè â ïîëå. Ïîñêîëüêó
C(G×G) = C(G)⊗C(G), è óìíîæåíèå â ãðóïïå êîàññîöèàòèâíî, îòîáðàæåíèå ïóëë-
áåêà ôóíêöèé îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ C(G)−→ C(G)⊗C(G) çàäà¼ò íà C(G) ñòðóê-
òóðó êîàëãåáðû. Êîåäèíèöåé ñëóæèò îòîáðàæåíèå âû÷èñëåíèÿ â åäèíèöå ãðóïïû.

Óïðàæíåíèå 12: Îïèøèòå êîóìíîæåíèå â áàçèñå èç δg � äåëüòà-ôóíêöèé â ýëåìåí-
òàõ ãðóïïû. Ïîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíò

∑
g∈G δg, ãäå ñóììà âåä¼òñÿ ïî âñåì ýëåìåíòàì

G, çàäà¼ò êîàóãìåíòàöèþ. Ïîêàæèòå, ÷òî C(G) íå êîíèëüïîòåíòíà.

Óïðàæíåíèå 13: Ïîêàæèòå, ÷òî TV ýòî ñâîáîäíàÿ êîíèëüïîòåíòíàÿ êîàññîöèà-
òèâíàÿ êîàëãåáðà, ïîðîæä¼ííàÿ ïðîñòðàíñòâîì V , à SV � ñâîáîäíàÿ êîíèëüïîòåíò-
íàÿ êîêîììóòàòèâíàÿ êîàññîöèàòèâíàÿ êîàëãåáðà, â òîì ñìûñëå, ÷òî ôóíêòîðû T è
S ñîïðÿæåíû çàáûâàþùèì ôóíêòîðàì èç ñîîòâåòñòâóþùèõ êàòåãîðèé â âåêòîðíûå
ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 14: L∞-àëãåáðà L ýòî ãðàäóèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî L âìå-
ñòå ñ îòîáðàæåíèåì D : S(L[1])−→ S(L[1]), ïðåâðàùàþùèì (S(L[1]), D) â êîàóãìåí-
òèðîâàííóþ äã-êîàëãåáðó. Ìîðôèçì L∞-àëãåáð ýòî îòîáðàæåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ
äã-êîàëãåáð.
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Ñîîòâåòñòâóþùóþ êîêîììóòàòèâíóþ äã-êîàëãåáðó ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
CE∗(L) èëè ïðîñòî ÷åðåç C∗(L). Äã-àëãåáðà Ëè â ýòèõ òåðìèíàõ ìûñëèòñÿ êàê ñâîé
êîìïëåêñ Øåâàëëå-Ýéëåíáåðãà � ñòàíäàðòíûé êîìïëåêñ, âû÷èñëÿþùèé å¼ ãîìîëî-

ãèè. Â ñëåäóþùåé ëåêöèè ìû îïèøåì äèôôåðåíöèàëû íà ñèììåòðè÷åñêîé êîàëãåáðå
â òåðìèíàõ ïîëèëèíåéíûõ îïåðàöèé íà L, ïîêàæåì, êàê â êàòåãîðèþ L∞-êîàëãåáð
ñòðîãî, íî íå ïîëíî âêëàäûâàåòñÿ êàòåãîðèÿ äã-àëãåáð Ëè, îïðåäåëèì ôóíêòîð DefL
äëÿ L∞-àëãåáð, è ìîæåò áûòü, äîêàæåì, íî ñêîðåå âñåãî òîëüêî íà÷í¼ì äîêàçûâàòü
òåîðåìó î ãîìîòîïè÷åñêîì òðàíñôåðå, êîòîðàÿ, ïîìèìî ïðî÷åãî, ñâÿçûâàåò ôóíêòîð
DefL ñ ôóíêòîðîì DefH , ãäå H ýòî íåêîòîðàÿ L∞-ñòðóêòóðà íà êîãîìîëîãèÿõ L.
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