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Ëèñòîê 1.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü ‖x‖2 =
√
x21 + x22 è ‖x‖∞ = max{|x1|, |x2|}. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâà

(R2, ‖ · ‖∞) è (R2, ‖ · ‖2) ïîëíû, ãîìåîìîðôíû, íî íå èçîìåòðè÷íû.
Çàäà÷à 2. Ïóñòü V � íåïóñòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå X (íàä

R), ïðè÷åì 0 ∈ V è âñÿêàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç 0, ïåðåñåêàåòñÿ ñ V ïî íåêîòîðîìó
èíòåðâàëó èëè öåëèêîì ëåæèò â V . Âûðàæåíèå

pV (x) = inf
{
t > 0:

x

t
∈ V

}
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëîì Ìèíêîâñêîãî.
(a) Äîêàæèòå, ÷òî pV (αx) = αpV (x) äëÿ âñåõ α ≥ 0, pV (x+ y) ≤ pV (x) + pV (y).
(b) Äîêàæèòå, ÷òî {x : pV (x) < 1} ⊂ V ⊂ {x : pV (x) ≤ 1}.
(c) Íàéäèòå pV (x), åñëè V = {x ∈ Rn : |x1| ≤ 1}.
(d) Îïèøèòå ìíîæåñòâà V , äëÿ êîòîðûõ pV ÿâëÿåòñÿ íîðìîé.
Çàäà÷à 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòêðûòîå è îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî V ⊂ Rn âûïóêëî.

Äîêàæèòå, ÷òî V ãîìåîìîðôíî îòêðûòîìó åäèíè÷íîìó øàðó.
Çàäà÷à 4. Ïóñòü v1, . . . vm � âåêòîðà â Rn. Äîêàæèòå, ÷òî ¾êîíóñ¿

{t1v1 + . . .+ tnv
n : t1 ≥ 0, t2 ≥ 0, . . . , tm ≥ 0}

ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.
Çàäà÷à 5. Ïóñòü fn, f ∈ C∞[0, 1]. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî fn → f , åñëè

max
x∈[0,1]

∣∣f (j)
n (x)− f (j)(x)

∣∣→ 0

ïðè n → ∞ äëÿ âñåõ j ≥ 0. Äîêàæèòå, ÷òî òàêàÿ ñõîäèìîñòü çàäàåòñÿ ìåòðèêîé, íî íå
çàäàåòñÿ íîðìîé.
Ïóñòü X, Y � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä R. Îòîáðàæåíèå L : X 7→ Y íàçûâàåòñÿ ëè-

íåéíûì, åñëè L(αx + βy) = αL(x) + βL(y) äëÿ âñåõ α, β ∈ R è x, y ∈ X. Ëèíåéíîå îòîá-
ðàæåíèå åùå íàçûâàþò ëèíåéíûì îïåðàòîðîì. Åñëè Y = R, òî L íàçûâàþò ëèíåéíûì
ôóíêöèîíàëîì.
Çàäà÷à 6. Ïóñòü L,L1, . . . , Ln � ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû è ÿäðî L ñîäåðæèò ∩kKerLk.

Äîêàæèòå, ÷òî L = c1L1 + . . .+ cnLn.
Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî íåïðåðûâíîñòü ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà ðàâíîñèëüíà çàìêíó-

òîñòè åãî ÿäðà. Âåðíî ëè àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ?
Âûðàæåíèå

‖L‖ = sup
x : ‖x‖=1

‖L(x)‖

íàçûâàåòñÿ íîðìîé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà L.
Çàäà÷à 8. Ïóñòü L � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë, ïðè÷åì ‖L‖ = 1. Äîêàæèòå, ÷òî

|L(x)| = dist(x,KerL),

ïðè÷åì ðàññòîÿíèå äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äîñòèãàåòñÿ sup â îïðåäåëåíèè
íîðìû. Íàïèøèòå ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò ïëîñêîñòè a1x1+ . . .+anxn = b
äî òî÷êè (c1, . . . , cn) â Rn ñ åâêëèäîâîé íîðìîé.
Çàäà÷à 9. Íàéäèòå íîðìó ôóíêöèîíàëà

L(x) =

∫ 0

−1
x(t) dt−

∫ 1

0

x(t) dt

â ïðîñòðàíñòâå C[−1, 1]. Äîêàæèòå, ÷òî íîðìà íå äîñòèãàåòñÿ, òî åñòü â îïðåäåëåíèè íîðìû
íåëüçÿ çàìåíèòü sup íà ìàêñèìóì.
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Çàäà÷à 10. Ïóñòü L(x) = Ax : Rn 7→ Rn, ãäå A � ìàòðèöà n × n è ðàññìàòðèâàåòñÿ
ïðîñòðàíñòâî Rn ñ åâêëèäîâîé íîðìîé.
(a) Äîêàæèòå, ÷òî íîðìà ‖L‖ ðàâíà

√
λ, ãäå λ � íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå

ìàòðèöû A∗A.
(b) Íàéäèòå íîðìó îïåðàòîðà íà R2, çàäàííîãî ìàòðèöåé(

1 1
2 3

)
.

Çàäà÷à 11. Âîçüìåì íà Rn íîðìó ‖x‖ = max |xi|. Íàéäèòå íîðìó îïåðàòîðà, çàäàííîãî
ìàòðèöåé A.
Çàäà÷à 12. Ïóñòü L � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð íà ïîëíîì íîðìèðîâàííîì ïðî-

ñòðàíñòâå.
(a) Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä eL =

∑∞
n=0

Ln

n!
ñõîäèòñÿ ïî íîðìå â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ

îïåðàòîðîâ.
(b) Ïóñòü L1 ◦ L2 = L2 ◦ L1. Äîêàæèòå, ÷òî e

L1+L2 = eL1 ◦ eL2 .
(ñ) Ïóñòü a, λ ∈ R. Íàéäèòå ýêñïîíåíòó îïåðàòîðà L = a d

dx
íà êîíå÷íîìåðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå Pm, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé ôóíêöèé âèäà eλx, xeλx, . . . , xm−1eλx.


