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Ëèñòîê 2.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìû íà ñâîåé îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ è íàéäèòå èõ äèôôåðåíöèàëû:

(a) f(x) = L(x) � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð;
(b) f : Rn 7→ R, f(x) = ‖x‖2 = x21 . . .+ x2n;
(c) f : Mn 7→Mn, f(x) = xk, ãäå Mn � ìàòðèöû n× n è k ≥ 1;
(d) f : Mn 7→Mn, f(x) = x−1;
(e) f : Mn 7→Mn, f(x) = ex;
(f) f : Mn 7→ R, f(x) = det x;
Çàäà÷à 2. (a) Ïóñòü B � îòêðûòûé êðóã â R2, ó ôóíêöèè f : B → R ∂f

∂x
= 0 íà B.

Äîêàæèòå, ÷òî f íå çàâèñèò îò x.
(b) Ïóñòü U � îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî â R2, ôóíêöèÿ f : U → R äèôôåðåíöèðóåìà

è ∂f
∂x

= 0 íà U . Âåðíî ëè, ÷òî f íå çàâèñèò îò x?
Çàäà÷à 3. (a) Ïóñòü êðèâàÿ γ(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), t ∈ [0, 1], çàäàíà íåïðåðûâíî äèô-

ôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè xk(t) Ïðåäïîëîæèì â êàæäîé òî÷êå êðèâîé âåêòîð ñêîðîñòè
γ̇ ïåðïåíäèêóëÿðåí ãðàäèåíòó ôóíêöèè f . Äîêàæèòå, ÷òî f ïîñòîÿííà íà γ.

(b) Îïèøèòå âñå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè f(x, y), óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ
a∂f
∂x

+ b∂f
∂y

= 0, ãäå a, b � íåêîòîðûå ÷èñëà.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü ó ôóíêöèè f : R2 → R â êàæäîé òî÷êå ñóùåñòâóþò îáå ÷àñòíûå ïðîèç-
âîäíûå. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f â íåêîòîðîé òî÷êå äèôôåðåíöèðóåìà.
Çàäà÷à 5. Ïóñòü X � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, Y � îòêðûòîå ìíîæåñòâî

â Rn è f : X × Y → R � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ (íà X × Y ìåòðèêà ðàâíà ñóììå ìåòðèêè
X è åâêëèäîâîé ìåòðèêè Rn). Ïîëîæèì F (y) = sup

x∈X
f(x, y).

(a) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ F íåïðåðûâíà íà Y .
(b) Íàéäèòå ôóíêöèþ F , åñëè f(x, y) = xy, ãäå x ∈ [−1; 1], y ∈ (−1; 1).
(c) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè êàæäîì x ôóíêöèè y → f(x, y) äèôôåðåíöèðóåìà íà Y

è âñå å¼ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå fyi(x, y) íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì y0 ó ôóíêöèè x → f(x, y0) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà
ìàêñèìóìà x0. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ F äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå y0 è gradF (y0) =
grady f(x0, y0).
Çàäà÷à 6. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè f äâóõ ïåðåìåííûõ, ó êîòîðîé

∂2f

∂x∂y
(0, 0) 6= ∂2f

∂y∂x
(0, 0).

Çàäà÷à 7. Ïóñòü f(x, y) ÿâëÿåòñÿ n � ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé. Äîêàæèòå, ÷òî( ∂
∂x

+
∂

∂y

)n
f(x, y)

∣∣∣
x=y

=
dn

dxn
f(x, x).

Ïðèìåíèòå ýòî ðàâåíñòâî ê ôóíêöèè f(x, y) = g(x)h(y) è ïîëó÷èòå ôîðìóëó Ëåéáíèöà

dn

dxn
(
g(x)h(x)

)
=

n∑
k=0

Ck
ng

(k)(x)h(n−k)(x).

Çàäà÷à 8. Ïóñòü g : Rn 7→ Rn � äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå (ò. å. g =
(g1, . . . , gm) è gi � äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè èç Rn â R). Ïóñòü f : Rn 7→ R �
äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Íàéäèòå d2(f ◦ g). Çàïèøèòå ïðè n = 3 îïåðàòîð
Ëàïëàñà ∆f = fx1x1 + . . .+ fxnxn â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
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Çàäà÷à 9. Ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ a, b, c íàéäèòå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíê-
öèè f(x, y) = ax2+2bxy+cy2 è âûäåëèòå èç íèõ òî÷êè ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà è ëîêàëüíîãî
ìàêñèìóìà.
Çàäà÷à 10. Íàéäèòå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè è âûäåëèòå èç íèõ òî÷êè ëîêàëüíîãî

ìèíèìóìà è ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà:

(a) f(x, y) = 3x2y + y3 − 18x− 30y, (b) f(x, y) = x4 + y4 − 36xy,

(c) f(x, y) = x2 + 3xy − 8 ln |x| − 6 ln |y|, (d) f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 + 12xy + 2z,

(e) f(x, y, z) = yx3z2(2− y − 2z − 3x).

Áóäåì ãîâîðèò, ÷òî ôóíêöèÿ f íà Rn âûïóêëà, åñëè

f(αx+ (1− α)y) ≤ αf(x) + (1− α)f(y)

äëÿ âñåõ x, y è âñåõ α ∈ [0, 1].
Çàäà÷à 11. (a) Ïóñòü f � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî âûïóêëîñòü

ôóíêöèè f ðàâíîñèëüíà íåðàâåíñòâó

〈gradf(x)− gradf(y), x− y〉 ≥ 0 ∀x, y ∈ Rn.

(b) Ïóñòü f � äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî âûïóê-
ëîñòü ôóíêöèè f ðàâíîñèëüíà íåðàâåíñòâó d2f(h) ≥ 0.
Çàäà÷à 12. Ïóñòü f : Rn → R � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ó ôóíêöèè f òî÷êå a ñëåäóåò äèôôåðåíöèðóåìîñòü f â òî÷êå a.
Çàäà÷à 13.(Ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà) Ïóñòü ôóíêöèÿ f äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìà è m‖h‖2 ≤ d2f(h) ≤ M‖h‖2, ãäå m,M > 0. Ïóñòü xn+1 = xn − γ · gradf(xn),
ãäå 0 < γ < 2/M . Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ñõîäèòñÿ ê òî÷êå ìèíèìóìà
ôóíêöèè f . Ïðîèëëþñòðèðóéòå ýòîò ìåòîä íà ïðèìåðå ôóíêöèè f(x, y) = ax2 +2bxy+ cy2.
Çàäà÷à 14. Ñóùåñòâóåò ëè äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå R2 → R2, êîòîðîå îòîáðà-

æàåò îñü OX íà ãðàôèê ôóíêöèè y = |x|?
Çàäà÷à 15. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé äèôôåîìîðôèçì íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U ⊂ R2 òî÷êè

(0, 0) íà íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü V ⊂ R2 òî÷êè (0, 0), ÷òî îáðàç ÷àñòè ãðàôèêà
(a) y = x3 sin 1

x
, y(0) = 0, (b) y = |x| èç ýòîé îêðåñòíîñòè ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì

{(x, 0) : α < x < β} íà îñè Ox?


