
Спецкурс Вопросы и задачи спецкурса "Диофантовы приближения" к занятию 22 апреля 2023.

Приближения к числу и его квадрату и прочее

τ =

√
5− 1

2
= 0.618+.

Теорема Давенпорта-Шмидта. Для равномерного показателя ω̂(ξξξ) для точки xxx =
(ξ, ξ2) ∈ R2,когда ξне являетсяквадратичной иррациональностью выполняется ω̂(xxx) ≤ τ.

Теорема Руа. Существует число ξ ∈ R, не являющееся квадратичной иррациональностью,
и такое что ω̂(ξξξ) = τ.

1. Упражнения к доказательству теоремы Давенпорта-Шмидта.

Пусть
zzzν = (xν,0, xν,1xν,2)

суть последовательные векторы наилучших совместных приближения для двумерной точки
xxx и

Lν = max(|xν,0ξ − xν,1|, |xν,0ξ2 − xν,2|) = ψξξξ(xν,0)

соответствующие приближения.

а. Доказать, что для любого ε > 0 при достаточно большом ν выполнено

Lν < x−ω̂+ε
ν+1,0 .

b. Доказать, что для любого ε > 0 при достаточно большом ν выполнено

|xν,1ξ − xν,2| < x−ω̂+ε
ν+1,0 .

c. Доказать, что если ω̂ > 1
2
, то для достаточно большого ν выполнено∣∣∣∣ xν,0 xν,1

xν,1 xν,2

∣∣∣∣ ̸= 0.

d. Доказать, что для любого ε > 0 при достаточно большом ν выполнено

xω̂−ε
ν+1,0 < xν,0.

e. Доказать, что для любого ε > 0 при достаточно большом ν выполнено

xν+1,0 > x
ω̂

1−ω̂
−ε

ν,0 .

Как теперь завершить доказательство теоремы Давенпорта-Шмидта?

2. Пусть иррациональная точка ξξξ = (ξ1, ξ2) ∈ R2 удовлетворяет условию ξ21 + ξ22 = 1.
Доказать, что ω̂(ξξξ) ≤ τ.

3. Для ξξξ = (ξ1, ..., ξd) ∈ Rd с условием

ξ21 + ...+ ξ2d = 1
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рассмотрим функцию меры иррациональности

Ψξξξ(T ) = min
(q,a1,...,ad)∈Zd+1: 1≤q≤T, a21+..+a2d=q2

(qξ1 − a1)
2 + ...+ (qξd − ad)

2

q
.

Доказать
а) ∀ε > 0 limT→∞TΨξξξ(T ) >

1
4
− ε;

b) ∃Cd > 0 : supT>1 TΨξξξ(T ) < Cd.
Замечание. Для начала и для простоты можно считать, что d = 2.

4. Упражнения к доказательству теоремы Руа. Рассмотрим число Фибоначчи

ξ = [0; a, b, a, a, b, a, ...],

которое получается из слова инвариантного относительно замены a 7→ ab, b 7→ a.
а. Доказать, что ξ не является квадратичной иррациональностью.
b. Теорема Руа следует из того факта, что существует последовательность совместных
приближения (xν,0, xν,1, xν2) для (ξ, ξ2), такая что

C1x
τ+1
ν−1,0 ≤ xν,0 ≤ C2x

τ+1
ν−1,0 max

j=1,2
|xν,0ξj − xν,j| < C3x

−1
ν,0, Cj > 0.

с. Рассмотрим слова wi, образованные по правилу

w0 = b, w1 = a, wi = wi−1wi−2.

Для слова wi+2 обозначим черезmi слово, получающееся из wi+2 удалением двух последних
букв. Доказать, что слово mi является палиндромом. Кроме того если положить si = ab
для четного i и si = ba для нечетного i, то

m1 = a, m2 = aba, mi = mi−1si−1mi−2.

d. В пределе слова wj задают слово из определения числа ξ.
e. Рассмотрев матрицы

A =

(
a 1
1 0

)
, B =

(
b 1
1 0

)
и воспользовавшись равенством(

a1 1
1 0

)(
a2 1
1 0

)
...

(
ak 1
1 0

)
=

(
qk qk−1

pk pk−1

)
с ai ∈ {a, b} для слова mν найти матрицу(

xν,0 xν,1
xν,1 xν,2

)
=

(
qkν qkν−1

pkν pkν−1

)
из последовательных подходящих к ξ дробей. Отсюда получить неравенства

|xν,0ξ − xν,1| ≤ x−1
ν,0, |xν,1ξ − xν,1| ≤ x−1

ν,1.

f. Доказать
lim
ν→∞

xν,0
xν−2,0xν−1,0

= ξ2 + (a+ b)ξ + (ab+ 1),
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и для величины tν = xν,0x
−1−τ
ν−1,0 соотношения

tν =
xν,0

xν−2,0xν−1,0

t
−1/(1+τ)
ν−1 , C4t

−1/(1+τ)
ν−1 < tν < C5t

−1/(1+τ)
ν−1 .

Отсюда следует ограниченность tν сверху и снизу.

5. Доказать, что если ξ ∈ Q не является квадратичной иррациональностью, то для точки
ξξξ = (ξ, ξ2, ξ3) выполнено ω̂3(ξ) ≤ 1/2. Указание. Для векторов наилучших приближений
(xν,0, xν,1, xν,2, xν,3) ∈ Z4 рассмотреть три укороченных вектора

(xν,0, xν,1, xν,2), (xν,1, xν,2, xν,3), (xν+1,0, xν+1,1, xν+1,2) ∈ Z3.

Доказать что они линейно независимы и оценить определитель.

6. Доказать неулучшаемость неравенства из пункта 5.
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