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1 Ðåçóëüòàòû

1.1 Î êëàññèôèêàöèè íåëèíåéíûõ èíòåãðèðóåìûõ òðåõìåðíûõ

öåïî÷åê ïðè ïîìîùè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ àëãåáð Ëè

Èçâåñòíî, ÷òî èíòåãðèðóåìûå óðàâíåíèÿ îáëàäàþò ðÿäîì çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ: îíè
äîïóñêàþò øèðîêèå êëàññû ÿâíûõ è àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé, îáëàäàþò ãàìèëüòî-
íîâîé ñòðóêòóðîé, à òàêæå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ
ôèçèêè, ìåõàíèêè, êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ è äð. Ïîýòîìó çàäà÷à êëàññèôèêàöèè èí-
òåãðèðóåìûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíåéøèõ ïðîáëåì òåîðèè èíòåãðèðóåìîñòè.
Îòìåòèì, ÷òî êëàññ òðåõìåðíûõ íåëèíåéíûõ öåïî÷åê ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè îñòàåòñÿ
ìàëî èññëåäîâàííûì ñ òî÷êè çðåíèÿ èíòåãðèðóåìîé êëàññèôèêàöèè. Ñèììåòðèéíûé
ïîäõîä (ñì. [1]�[6]), çàðåêîìåíäîâàâøèé ñåáÿ, êàê îäèí èç ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ èíòå-
ãðèðóåìîé êëàññèôèêàöèè â ðàçìåðíîñòè 1+1, â ñëó÷àå ìíîãîìåðíûõ óðàâíåíèé ìåíåå
ýôôåêòèâåí. Ïðîáëåìà â òîì, ÷òî âûñøèå ñèììåòðèè óðàâíåíèé â ðàçìåðíîñòè 1+2
ñîäåðæàò íåëîêàëüíûå ïåðåìåííûå, êîòîðûå ñîçäàþò ïðèíöèïèàëüíûå òðóäíîñòè. Â
ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ñîçäàíèÿ àëüòåðíàòèâíûõ ïîäõîäîâ.

Â ðàáîòàõ È.Ò. Õàáèáóëëèíà è äð. áûë ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê êëàññèôèêà-
öèè èíòåãðèðóåìûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè, õîòÿ
áû îäíà èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé (ñì., íàïðèìåð, [7], [8]). Èäåÿ ýòîãî ìåòîäà
îñíîâàíà íà ñëåäóþùåé ãèïîòåçå: òðåõìåðíûå èíòåãðèðóåìûå íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ
(öåïî÷êè) äîïóñêàþò ðåäóêöèè, ïîëó÷àåìûå íàëîæåíèåì ïîäõîäÿùèõ óñëîâèé îáðûâà,
ÿâëÿþùèåñÿ ñèñòåìàìè óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà óæå ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè
ïåðåìåííûìè, äîïóñêàþùèìè ïîëíûå íàáîðû õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ ïî êàæ-
äîìó èç õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé. Íàïîìíèì, ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèñòåìû äî-
ïóñêàþùèå ïîëíûå íàáîðû õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ ïî îáîèì íàïðàâëåíèÿì íà-
çûâàþòñÿ èíòåãðèðóåìûìè ïî Äàðáó. Â ðàáîòàõ [7], [9]�[11], ïîêàçàíî, ÷òî èçâåñòíûå èí-
òåãðèðóåìûå óðàâíåíèÿ ñ òðåìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè, õîòÿ áû îäíà èç êîòîðûõ
ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé, äîïóñêàþò èíòåãðèðóåìûå ïî Äàðáó ðåäóêöèè, ÷òî ñëóæèò ïîä-
òâåðæäåíèåì óïîìÿíóòîé âûøå ãèïîòåçû. Ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà êëàññèôèêàöèè
òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé ñ îäíîé äèñêðåòíîé è äâóìÿ íåïðåðûâíûìè ïåðåìåííûìè ïðè
ïîìîùè èíòåãðèðóåìûõ ïî Äàðáó äâóìåðíûõ ðåäóêöèé ïîäòâåðæäåíà â ðàáîòàõ [8], [12],
[13]. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýôôåêòèâíûé àëãåáðàè÷åñêèé êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè
ïî Äàðáó ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, îñíîâàííûé
íà ïîíÿòèè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé àëãåáðû Ëè, áûë ïðåäëîæåí À.Á. Øàáàòîì â 1980 ãî-
äó. Â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòà êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìûõ ïî Äàðáó ãèïåðáîëè÷åñêèõ
ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè
ïåðåìåííûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèå àëãåáðû áûëè èñïîëüçîâàíû â ðàáîòàõ À.Á. Øàáàòà,
Ð.È. ßìèëîâà, À.Í. Ëåçíîâà è Â.Ã. Ñìèðíîâà (ñì. [14], [15]).

Â ðàáîòå [Ì. Í. Êóçíåöîâà, È. Ò. Õàáèáóëëèí, À. Ð. Õàêèìîâà, Ê çàäà÷å î êëàññèôè-
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êàöèè èíòåãðèðóåìûõ öåïî÷åê ñ òðåìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè, ÒÌÔ, 215:2 (2023),
242�268] ìû àäàïòèðîâàëè àëãåáðàè÷åñêèé ìåòîä êëàññèôèêàöèè íà ñëó÷àé òðåõìåðíûõ
óðàâíåíèé ñ îäíîé íåïðåðûâíîé è äâóìÿ äèñêðåòíûìè íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè. Â
óêàçàííîé ðàáîòå áûëè îïðåäåëåíû ïîíÿòèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà, ïîëíîãî
íàáîðà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ, õàðàêòåðèñòè÷åñêîé àëãåáðû, ñôîðìóëèðîâàí
è äîêàçàí àëãåáðàè÷åñêèé êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè öåïî÷êè âèäà

uj
n+1,x = uj

n,x + f(uj+1
n , uj

n, u
j
n+1, u

j−1
n+1), (1)

óòâåðæäàþùèé, ÷òî íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì èíòåãðèðóåìîñòè ïî Äàðáó
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ àëãåáð ïî îáîèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
íàïðàâëåíèÿì. Òàêæå áûëè ïðîàíàëèçèðîâàíû óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè, âûòåêàþùèå
èç êîíå÷íîìåðíîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé àëãåáðû Lx ïî íàïðàâëåíèþ x. Áûëî ïîêàçàíî,
÷òî ñòðóêòóðà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé àëãåáðû îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðûì ïîëèíîìîì P (λ)
òàêèì, ÷òî P (0) = 0. Ïðè ýòîì óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ÷åòûðå ðàçíûõ ñëó÷àÿ:

1) P (λ) � ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè ñ ïðîñòûìè êîðíÿìè;
2) P (λ) � ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè ñ êðàòíûì íóëåâûì êîðíåì;
3) P (λ) � ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòåïåíè;
4) P (λ) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè ÷åòûðå è âûøå.
Ïåðâûå äâà ñëó÷àÿ íà îñíîâå àíàëèçà óñëîâèé èíòåãðèðóåìîñòè ðåäóöèðîâàííîé ñè-

ñòåìû óðàâíåíèé, âûòåêàþùèõ èç êîíå÷íîìåðíîñòè àëãåáðû Lx áûëè ïîäðîáíî èññëå-
äîâàíû â íàøèõ ðàáîòàõ [Ì. Í. Êóçíåöîâà, È. Ò. Õàáèáóëëèí, À. Ð. Õàêèìîâà, Ê çàäà÷å
î êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìûõ öåïî÷åê ñ òðåìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè, ÒÌÔ,
215:2 (2023), 242�268], [È. Ò. Õàáèáóëëèí, À. Ð. Õàêèìîâà, Î êëàññèôèêàöèè íåëèíåé-
íûõ èíòåãðèðóåìûõ òðåõìåðíûõ öåïî÷åê ïðè ïîìîùè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ àëãåáð Ëè,
ÒÌÔ, 217:1 (2023), 142�178], ãäå èñêîìàÿ ïðàâàÿ ÷àñòü öåïî÷êè (1) áûëà ïðèâåäåíà
ê êîíêðåòíîìó âèäó, ñîäåðæàùåìó ëèøü íàáîðû êîíñòàíò ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ.
Ñëó÷àè 3) è 4) îñòàþòñÿ íåèññëåäîâàííûìè. Ïðè ýòîì èìåþòñÿ ïðèìåðû, îòíîñÿùèåñÿ
ê ñëó÷àþ 3), â òî âðåìÿ êàê ïðèìåðû èíòåãðèðóåìûõ öåïî÷åê òèïà 4) íå èçâåñòíû.

1.1.1 Ïðåîáðàçîâàíèÿ òèïà Ìèóðû äëÿ èíòåãðèðóåìûõ öåïî÷åê â òðåõìåð-

íîì ïðîñòðàíñòâå

Â ðàáîòå [I.T. Habibullin, A.R. Khakimova, A.U. Sakieva, Miura-type transformations for
integrable lattices in 3D, Mathematics, 11:16 (2023), 3522, 15 pp.] èçó÷àåòñÿ êëàññ èí-
òåãðèðóåìûõ ïîëóäèñêðåòíûõ óðàâíåíèé ñ îäíîé íåïðåðûâíîé è äâóìÿ äèñêðåòíûìè
íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè. Ïðåäëàãàåòñÿ ýôôåêòèâíûé ìåòîä ïîèñêà ïðåîáðàçîâàíèé
òèïà Ìèóðû ñâÿçûâàþùèõ ðàçëè÷íûå óðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà, îñíîâàííûé
íà íåêîòîðîì ñîîòíîøåíèè, îáîáùàþùåì ïîíÿòèå ëîêàëüíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ. Ýô-
ôåêòèâíîñòü ìåòîäà èëëþñòðèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé.
Äëÿ îäíîãî ìàëî èçó÷åííîãî óðàâíåíèÿ âû÷èñëåí êîíòèíóàëüíûé ïðåäåë. Äëÿ ýòîãî
óðàâíåíèÿ òàêæå îáñóæäàåòñÿ çàäà÷à êîíå÷íîïîëåâûõ ðåäóêöèé â âèäå èíòåãðèðóåìûõ
ïî Äàðáó ñèñòåì óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Äëÿ ðåäóêöèé ìàëûõ ïîðÿäêîâ
N = 1 è N = 2 ïðåäñòàâëåíû ïîëíûå íàáîðû õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ. Çà-
ìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ÷àñòíûå
ðåøåíèÿ èñõîäíîé öåïî÷êè. Äëÿ ñëó÷àÿ N = 1 â äàííîé ðàáîòå áûëî íàéäåíî ÿâíîå
ðåøåíèå. Íàéäåíî íîâîå ïîëóäèñêðåòíîå óðàâíåíèå, âûõîäÿùåå çà ïðåäåëû ðàññìàòðè-
âàåìîãî êëàññà. Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëåíà ïàðà Ëàêñà.

2



1.1.2 Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà è èíòåãðèðóåìûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðî-

èçâîäíûõ òèïà ñèíóñ-Ãîðäîíà

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êàñêàäíûé ìåòîä Ëàïëàñà ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì èíñòðóìåíòîì
äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, à òàêæå íåëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé òèïà Ëèóâèëëÿ (ñì. [16]�[23]). Îäíàêî, ñâÿçü ìåæäó ìåòîäîì Ëàïëàñà
è ñîëèòîííûìè óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà îñòàåòñÿ ìàëî èçó÷åííîé. Â ñòàòüå
[K.I. Faizulina, I.T. Habibullin, A.R. Khakimova, Laplace transformations and sine-Gordon
type integrable PDE, Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical, 57:1 (2023),
015203, 21 pp.] ïîêàçàíî, ÷òî êàñêàä Ëàïëàñà òàêæå èìååò âàæíûå ïðèëîæåíèÿ â òåîðèè
ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñîëèòîííîãî òèïà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ìåòîä Ëàïëàñà îáåñïå-
÷èâàåò ïðîñòîé è ýôôåêòèâíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ
òåîðèè èíòåãðèðóåìîñòè êàê îïåðàòîð ðåêóðñèè, îïåðàòîðû, çàäàþùèå ïàðó Ëàêñà. Â
êà÷åñòâå ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ïîäõîäà íàéäåíû ðàíåå íåèçâåñòíûå îïåðàòîðû ðåêóðñèè è
ïàðû Ëàêñà äëÿ äâóõ íåëèíåéíûõ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé òèïà ñèíóñ-Ãîðäîíà, íàé-
äåííûå â ðàáîòå [24].

2 Îïóáëèêîâàííûå ðàáîòû
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(2023), 142�178. DOI: 10.4213/tmf10513

3. I.T. Habibullin, A.R. Khakimova, A.U. Sakieva, Miura-type transformations for integrable
lattices in 3D, Mathematics, 11:16 (2023), 3522, 15 pp. DOI: 10.3390/math11163522

4. K.I. Faizulina, I.T. Habibullin, A.R. Khakimova, Laplace transformations and sine-
Gordon type integrable PDE, J. Phys. A: Math. Theor, 57:1 (2023), 015203, 21 pp.
DOI: 10.1088/1751-8121/ad0c72

3 Ó÷àñòèå â êîíôåðåíöèÿõ è øêîëàõ

1. 28-ÿ Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ÷èñëåííûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ çàäà÷ òåîðèè
óïðóãîñòè è ïëàñòè÷íîñòè, 10 � 14 èþëÿ 2023, ã. Êðàñíîÿðñê.

2. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû è èõ ïðèëîæåíèÿ¿, 11 �
15 ñåíòÿáðÿ 2023, ã. Ñî÷è.

3. Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Óôèìñêàÿ îñåííÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêî-
ëà � 2023¿, 4 � 8 îêòÿáðÿ 2023, ã. Óôà.

4 Ïåäàãîãè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü

Ó÷àñòâóþ â îáðàçîâàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè â Ïîäãîòîâèòåëüíîì îòäåëåíèè äëÿ èíî-
ñòðàííûõ ãðàæäàí ÈÍÎ Óôèìñêîãî óíèâåðñèòåòà íàóêè è òåõíîëîãèé. Âåäó êóðñ ïî
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äèñöèïëèíå ¾Ìàòåìàòèêà¿ äëÿ èíîñòðàííûõ ñòóäåíòîâ.
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Áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1) Â ðàìêàõ ïðîåêòà ïëàíèðîâàëîñü ðàçâèòèå ìåòîäà îáîáùåííûõ èíâàðèàíòíûõ
ìíîãîîáðàçèé (ÎÈÌ) íåëèíåéíûõ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé, êàê èíñòðóìåíò ïîñòðî-
åíèÿ ïàð Ëàêñà, îïåðàòîðîâ ðåêóðñèè, à òàêæå ÷àñòíûõ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ
óðàâíåíèé. Èññëåäîâàíèþ ýòèõ âîïðîñîâ ïîñâÿùåíû ðàáîòû [1] è [4]. Â óêàçàííûõ ðà-
áîòàõ îáñóæäàþòñÿ âîçìîæíûå ïðèëîæåíèÿ ÎÈÌ. Â êà÷åñòâå îñíîâíûõ îáúåêòîâ ðàñ-
ñìîòðåíû íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (ÍÓØ), ìîäèôèöèðîâàííîå óðàâíåíèå
Êîðòåâåãà-äå Ôðèçà (ìÊäÔ) è ðåëÿòèâèñòñêàÿ öåïî÷êà Òîäû (èëè öåïî÷êà Ðóéñåíàðñà-
Òîäû). Äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé, îòòàëêèâàÿñü òîëüêî îò óðàâíåíèé è èõ ëèíåàðèçàöèé
(áåç ïðèâëå÷åíèÿ êàêîé-ëèáî äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè), ïðÿìûì ñ÷åòîì áûëè ïî-
ñòðîåíû íåëèíåéíûå îáîáùåííûå èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ. Íà ïðèìåðàõ óðàâíåíèé
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ÍÓØ è ìÊäÔ áûëî ïðîèëëþñòðèðîâàíî, ÷òî îáîáùåííûå èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðà-
çèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äîñòàòî÷íî ïðîñòîé è óäîáíûé èíñòðóìåíò äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ïàð Ëàêñà, îïåðàòîðîâ ðåêóðñèè è äëÿ âûâîäà óðàâíåíèé Äóáðîâèíà, îïðåäåëÿþùèõ
àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðàññìîò-
ðåíû îäíîôàçíûå è äâóõôàçíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÍÓØ. Äëÿ ðåëÿòèâèñòñêîé öåïî÷-
êè Òîäû áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïàðà óðàâíåíèé ñîñòîÿùàÿ èç ëèíåàðèçàöèè è íåëèíåéíîãî
ÎÈÌ îïðåäåëÿåò íåëèíåéíóþ ïàðó Ëàêñà ðàññìàòðèâàåìîé öåïî÷êè. Ïîêàçàíî, ÷òî èç
ýòîé ïàðû Ëàêñà ìîæíî ïîëó÷èòü äèôôåðåíöèàëüíûå è äèñêðåòíûå óðàâíåíèÿ, êîòî-
ðûå ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè óðàâíåíèé Äóáðîâèíà. Íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, àíàëîãè óðàâ-
íåíèé Äóáðîâèíà, îïèñûâàþùèå äèíàìèêó ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé n ∈ Z, ðà-
íåå íå áûëè ïîëó÷åíû. Ïîëüçóÿñü ïîñòðîåííûìè àíàëîãàìè óðàâíåíèé Äóáðîâèíà, äëÿ
öåïî÷êè Ðóéñåíàðñà-Òîäû, íàéäåíû íîâûå ðåøåíèÿ: âåùåñòâåííîå è îãðàíè÷åííîå ÷àñò-
íîå ðåøåíèå â âèäå êèíêà, ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, âûðàæåííîå ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå
ôóíêöèè ßêîáè, è ðåøåíèå, âûðàæåííîå ÷åðåç ℘-ôóíêöèþ Âåéåðøòðàññà. Ðåçóëüòàòû
ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ [1] è [4] ïîëíîñòüþ óäîâëåòâîðÿþò çàÿâëåííîìó ïëàíó ðàáîò.

2) Äîïîëíèòåëüíîé çàäà÷åé, âûïîëíåííîé â îò÷åòíîì ïåðèîäå, ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå
ìåòîäà êëàññèôèêàöèè íåëèíåéíûõ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåçàâèñèìûìè
ïåðåìåííûìè, õîòÿ áû îäíà èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé. Èäåÿ ýòîãî ïîäõîäà îñ-
íîâàíà íà ãèïîòåçå, ÷òî ïîäõîäÿùèì îáðàçîì îáðûâàÿ óðàâíåíèå ïî âûáðàííîìó äèñ-
êðåòíîìó àðãóìåíòó ìîæíî ñâåñòè åãî ê ñèñòåìå ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ
íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè, ÿâëÿþùåéñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî Äàðáó. Íàøè èññëåäîâà-
íèÿ äàþò óáåäèòåëüíîå ïîäòâåðæäåíèå òîãî, ÷òî íàëè÷èå òàêèõ óñëîâèé îáðûâà ñëåäóåò
ðàññìàòðèâàòü êàê êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè òðåõìåðíûõ öåïî÷åê. Â ðàáîòàõ [5] è [6]
èññëåäîâàíà çàäà÷à îá îïèñàíèè èíòåãðèðóåìûõ öåïî÷åê âèäà

uj
n+1,x = uj

n,x + f(uj+1
n , uj

n, u
j
n+1, u

j−1
n+1)

ìåòîäîì èíòåãðèðóåìûõ ïî Äàðáó ðåäóêöèé. Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ
ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ àëãåáðà Ëè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâ-
íåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Ïðè êëàññèôèêàöèè ìû ïîëüçóåìñÿ óòâåðæäåíèåì, ÷òî
êîíå÷íî-ïîëåâàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåçàâèñè-
ìûìè ïåðåìåííûìè èíòåãðèðóåìà ïî Äàðáó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèå àëãåáðû ïî îáîèì íàïðàâëåíèÿì êîíå÷íîìåðíû. Ïåðâûé êëàññèôèêàöèîííûé
ðåçóëüòàò ñîñòîèò â òîì, ÷òî â èíòåãðèðóåìîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ f èìååò ñòðóêòóðó êâàçè-
ïîëèíîìà îò êîìáèíàöèè äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. Ýòîò êâàçèïîëèíîì îïðåäåëÿåòñÿ
íåêîòîðûì ìíîãî÷ëåíîì P (λ). Çàäà÷à êëàññèôèêàöèè åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïàäà-
åòñÿ íà ÷åòûðå ñëó÷àÿ. Ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó èññëåäîâàíû äâà èç íèõ. Îíè õàðàêòå-
ðèçóþòñÿ òåì, ÷òî ìíîãî÷ëåí P (λ) èìååò âòîðóþ ñòåïåíü. Â ðåçóëüòàòå êëàññèôèêàöèè
óäàëîñü ïîëó÷èòü êîíêðåòíûé âèä èñêîìîé ôóíêöèè f â âèäå ÿâíûõ âûðàæåíèé, ñîäåð-
æàùèõ íåñêîëüêî íåîïðåäåëåííûõ ïîñòîÿííûõ ïàðàìåòðîâ, äëÿ óòî÷íåíèÿ êîíêðåòíûõ
çíà÷åíèé êîòîðûõ òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå.

Äðóãîé çàäà÷åé â ýòîì íàïðàâëåíèè ÿâëÿëîñü èññëåäîâàíèå èíòåãðèðóåìûõ òðåõ-
ìåðíûõ ÷èñòî äèñêðåòíûõ öåïî÷åê òèïà Õèðîòû-Ìèâû. Ñòàâèëàñü çàäà÷à âûÿñíåíèÿ
âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ êëàññèôèêàöèîííîãî ïîäõîäà èçëîæåííîãî âûøå ê öåïî÷êàì
ýòîãî êëàññà. Ñ ýòîé öåëüþ, â ðàáîòàõ [2] è [3], áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå èíòåãðàëà, ïîë-
íîãî íàáîðà èíòåãðàëîâ, õàðàêòåðèñòè÷åñêîé àëãåáðû äèñêðåòíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé
ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Äîêàçàí êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè ïî Äàðáó, êîòîðûé èãðàåò
êëþ÷åâóþ ðîëü â êëàññèôèêàöèîííîì àëãîðèòìå: ñèñòåìà óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ èíòåãðè-
ðóåìîé â ñìûñëå Äàðáó, ò.å. äîïóñêàåò ïîëíûå íàáîðû õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ
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ïî îáîèì íàïðàâëåíèÿì, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå àëãåáðû ïî
êàæäîìó èç õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé èìåþò êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü. Âòîðûì
ýòàïîì ýòîãî èññëåäîâàíèÿ áûëà ïðîâåðêà ãèïîòåçû î òîì, ÷òî íàëè÷èå ñïåöèàëüíûõ
óñëîâèé îáðûâà, ïîçâîëÿþùèõ ñâåäåíèå òðåõìåðíîé ïîëíîñòüþ äèñêðåòíîé öåïî÷êè ê
äâóìåðíûì ñèñòåìàì ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà èíòåãðèðóåìûì
â ñìûñëå Äàðáó óêàçûâàåò íà èíòåãðèðóåìîñòü ýòîé òðåõìåðíîé öåïî÷êè (â ñìûñëå
íàëè÷èÿ ïðåäñòàâëåíèÿ Ëàêñà). Ãèïîòåçà áûëà ïðîâåðåíà íà òàêèõ èçâåñòíûõ èíòåãðè-
ðóåìûõ óðàâíåíèÿõ, êàê óðàâíåíèå Õèðîòû�Ìèâû, Y-ñèñòåìà, ðåøåòî÷íîå óðàâíåíèå
Êàäîìöåâà�Ïåòâèàøâèëè, ðåøåòî÷íîå óðàâíåíèå Òîäû è åå ìîäèôèöèðîâàííûé àíà-
ëîã. Äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé ïðåäúÿâëåíû ïðèìåðû ñèñòåì äèñêðåòíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ìàëûõ ðàçìåðîâ, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå íàëîæåíèÿ óñëîâèé îáðûâà. Ïî-
ñòðîåíû õàðàêòåðèñòè÷åñêèå àëãåáðû ïî îáîèì äèñêðåòíûì íàïðàâëåíèÿì. Äîêàçàíî,
÷òî àëãåáðû èìåþò êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü, ïîñòðîåíû áàçèñû è ïðåäúÿâëåíû â ÿâíîé
ôîðìå ïîëíûå íàáîðû õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ.

Â ðàáîòå [7] ðåøàëàñü çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ âñåõ èçâåñòíûõ èíòåãðèðóåìûõ òðåõìåð-
íûõ óðàâíåíèé ñ îäíîé íåïðåðûâíîé è äâóìÿ äèñêðåòíûìè ïåðåìåííûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé òèïà Ìèóðû, ò.å. ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðûå ïîçâîëÿþò
ïåðåâîäèòü îäíî óðàâíåíèå â äðóãîå. Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëåçíû ïðè íàõîæäåíèè ðå-
øåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, à òàêæå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â êà÷åñòâå àëüòåðíà-
òèâíîãî ìåòîäà êëàññèôèêàöèè òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé. Â óêàçàííîé ðàáîòå ïðåäëàãà-
åòñÿ ýôôåêòèâíûé ìåòîä ïîèñêà ïðåîáðàçîâàíèé òèïà Ìèóðû ñâÿçûâàþùèõ ðàçëè÷íûå
óðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà, îñíîâàííûé íà íåêîòîðîì ñîîòíîøåíèè, îáîáùàþ-
ùåì ïîíÿòèå ëîêàëüíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ. Ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà èëëþñòðèðóåòñÿ
ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé. Â ðàáîòå òàêæå ïîäðîáíî èññëåäîâà-
íî îäíî èç ýòèõ óðàâíåíèé, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ìàëî èçó÷åííûì. Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ
âû÷èñëåí êîíòèíóàëüíûé ïðåäåë, èññëåäîâàíû êîíå÷íîïîëåâûå ðåäóêöèè â âèäå èíòå-
ãðèðóåìûõ ïî Äàðáó ñèñòåì óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, äëÿ ðåäóêöèé ìàëûõ
ïîðÿäêîâ N = 1 è N = 2 ïðåäñòàâëåíû ïîëíûå íàáîðû õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ èíòåãðà-
ëîâ è äëÿ ñëó÷àÿ N = 1 áûëî íàéäåíî ÿâíîå ðåøåíèå. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â õîäå
èññëåäîâàíèÿ áûëî íàéäåíî íîâîå ïîëóäèñêðåòíîå óðàâíåíèå, âûõîäÿùåå çà ïðåäåëû
ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà. Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëåíà ïàðà Ëàêñà.

3) Â ðàáîòå [8] èññëåäóåòñÿ âîïðîñ ïðèìåíåíèÿ êàñêàäà Ëàïëàñà â òåîðèè ãèïåðáîëè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé ñîëèòîííîãî òèïà. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êàñêàäíûé ìåòîä Ëàïëàñà
ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, à òàêæå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé òèïà Ëèóâèëëÿ. Îäíàêî, ñâÿçü
ìåæäó ìåòîäîì Ëàïëàñà è ñîëèòîííûìè óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ
ìàëî èçó÷åííîé. Â ðàáîòå [8], íà ïðèìåðå äâóõ èçâåñòíûõ íåëèíåéíûõ èíòåãðèðóåìûõ
óðàâíåíèé òèïà ñèíóñ-Ãîðäîíà, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîä Ëàïëàñà ìîæåò áûòü èñïîëü-
çîâàí â êà÷åñòâå ýôôåêòèâíîãî ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðîâ ðåêóðñèè è ïàð Ëàêñà
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Â ðàáîòå íàéäåíû îïåðàòîðû ðåêóðñèè è ïàðû Ëàêñà äëÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé. Îòìåòèì, ÷òî ðàíåå äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé îïåðàòîðû ðåêóðñèè
è ïàðû Ëàêñà íå áûëè èçâåñòíû.
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