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1 Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

1.1 Èíäåêñ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ íà áåñêî-

íå÷íîì öèëèíäðå

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïðîáëåìå èíäåêñà ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíî-

ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ íà áåñêîíå÷íîì öèëèíäðå. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñèìâîëà ðàññìàòðè-

âàåìûõ îïåðàòîðîâ è íàïîìèíàþòñÿ óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå ôðåäãîëüìîâîñòü ðàññìàò-

ðèâàåìûõ îïåðàòîðîâ. Äàëåå ââîäÿòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ è êîíñòðóêöèè (â

÷àñòíîñòè, ìîäèôèêàöèÿ η-èíâàðèàíòà èç ñòàòüè [2]), â òåðìèíàõ êîòîðûõ ôîðìóëèðóåòñÿ

òåîðåìà îá èíäåêñå � îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â ñòàòüå [1].

Íà öèëèíäðå M = S1
x × Rt ñ êîîðäèíàòàìè (x, t) ðàññìàòðèâàþòñÿ îïåðàòîðû âèäà

D =
∑
k

Dk(x, t,−i∂x,−i∂t)T
k : Hs,γ−,γ+

(M,CN) −→ Hs−m,γ−,γ+

(M,CN), (1.1)

ãäå Dk(x, t,−i∂x,−i∂t) � ìàòðè÷íûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïîðÿäêà ⩽ m íà M ,

∂x = ∂/∂x, T ku(x, t) = u(x, t − 2πk) � îïåðàòîð ñäâèãà ïî ïåðåìåííîé t, à Hs,γ−,γ+
(M) �

âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà. Ïðè ýòîì ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî

ñëàãàåìûõ â ñóììå (1.1) íå ðàâíî íóëþ, à êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà Dk íå çàâèñÿò îò t

ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ |t|.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Âíóòðåííèì ñèìâîëîì îïåðàòîðà (1.1) â òî÷êå (x, t, ξ, p) ∈ T ∗
0M =

{(x, t, ξ, p) | ξ2 + p2 ̸= 0} êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ áåç íóëåâîãî ñå÷åíèÿ íàçûâàåòñÿ

îïåðàòîð

σ(D)(x, t, ξ, p) =
∑
k

σ(Dk)(x, t+ 2πn, ξ, p)T k : ℓ2(Z, µ)⊗ CN −→ ℓ2(Z, µ)⊗ CN , (1.2)

ãäå σ(Dk) � ãëàâíûé ñèìâîë îïåðàòîðà Dk, T w(n) = w(n − 1) � îïåðàòîð ñäâèãà ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè. Íàêîíåö

ℓ2(Z, µ)=

{
w(n)

∣∣∣ ∑
n

|w(n)|2µ(n) < ∞

}
, ãäå âåñ µ(n) =

e−2γ+n ïðè n ⩾ 1,

e−2γ−n ïðè n ⩽ −1.



Îïðåäåëåíèå 1.2. Êîíîðìàëüíûì ñèìâîëîì îïåðàòîðà (1.1) íàçûâàåòñÿ ïàðà σ+
c (D)(p),

σ−
c (D)(p) îïåðàòîðîâ ñ ïàðàìåòðîì è ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè:

σ±
c (D)(p) =

∑
k

D±
k (p)e

ikp : Hs(S1,CN) −→ Hs−m(S1,CN), (1.3)

ãäå D±
k (p) = Dk(x,±∞,−i∂x, p).

Îïðåäåëåíèå 1.3. Îïåðàòîð (1.1) íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì, åñëè

1) îïåðàòîð (1.2) îáðàòèì ïðè âñåõ (x, t, ξ, p) ∈ T ∗
0M ;

2) îïåðàòîðû ñ ïàðàìåòðîì (1.3) îáðàòèìû íà âåñîâûõ ïðÿìûõ Lγ± = {p ∈ C | Im p =

γ±}.

Èç ýëëèïòè÷íîñòè îïåðàòîðà (1.1) ñëåäóåò åãî ôðåäãîëüìîâîñòü.

Äàëåå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

� σ � âíóòðåííèé ñèìâîë îïåðàòîðà (1.1) (ñì. (1.2));

� σ±
c � êîíîðìàëüíûå ñèìâîëû îïåðàòîðà (1.1) íà ïëþñ è ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè (ñì. (1.3));

� M0 = S1 × [0, 2π] ⊂ M � ôóíäàìåíòàëüíàÿ îáëàñòü äåéñòâèÿ ãðóïïû Z íà M ;

� Ω∗(S∗M0,B(ℓ2(Z, µ) ⊗ CN)
)
� àëãåáðà äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì íà êîñôåðè÷åñêîì

ðàññëîåíèè S∗M0 ⊂ S∗M ñî çíà÷åíèÿìè â àëãåáðå îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â ïðî-

ñòðàíñòâå ℓ2(Z, µ)⊗ CN ;

� d � ïðîäîëæåíèå âíåøíåãî äèôôåðåíöèàëà íà S∗M0 íà óêàçàííóþ àëãåáðó äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ ôîðì.

Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë

τS∗M : Ω∗(S∗M0,B(ℓ2(Z, µ)⊗ CN)
)
−→ C, ω 7−→

�
S∗M0

Trω,

ãäå Tr � îïåðàòîðíûé ñëåä, îïðåäåë¼ííûé íà èäåàëå ôîðì ñî çíà÷åíèÿìè â ÿäåðíûõ

îïåðàòîðàõ.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïîëíûì ñèìâîëîì ñåìåéñòâà σ+
c (p) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

σ̃(σ+
c ) =

∑
k∈Z

σ̃(D+
k )z

k ∈ MatN
(
C∞(

S1
φ, Sρ(S1

x × R2
ξ,ρ)

))
,

ãäå σ̃(D+
k ) � ïîëíûé ñèìâîë ñåìåéñòâà D+

k (p), z = eiφ ∈ S1
φ, à Sρ(S1

x×R2
ξ,ρ) � ïðîñòðàíñòâî

Ôðåøå êëàññè÷åñêèõ ñèìâîëîâ ñ ïàðàìåòðîì.

Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë τS1×R íà àëãåáðå MatN (C∞(S1, Sρ(S1 × R2))):

τS1×R (σ̃) =
1

2π

�
S1×R

tr

(� 2π

0

σ−1

∣∣∣ρ=1

ρ=−1
dφ

)
dxdξ,

ãäå σ̃ = σ̃(σ+
c ), σj = σ̃j(σ

+
c ) � j-àÿ êîìïîíåíòà ïîëíîãî ñèìâîëà êîíîðìàëüíîãî ñèìâîëà

σ+
c . Àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ ââîäÿòñÿ äëÿ ñåìåéñòâà σ−

c .



Îïðåäåëåíèå 1.5. η-èíâàðèàíòîì ýëëèïòè÷åñêîãî ñåìåéñòâà σc(p) âèäà (1.3), îáðàòèìî-

ãî ïðè Im p = γ, íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

ηγ(σc) =
1

2πi

 
R
TR

(
σ−1
c (ρ+ iγ)∂ρσc(ρ+ iγ)− iγ∂ρ

(
σ−1
c (ρ+ iγ)∂ρσc(ρ+ iγ)

))
dρ,

ãäå TR � ðåãóëÿðèçîâàííûé ñëåä (ñì. [2, �5]), à
�
R � ðåãóëÿðèçîâàííûé èíòåãðàë (ñì. [2,

�6]) â ñëó÷àå 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Â òåðìèíàõ ââåä¼ííûõ âûøå ôóíêöèîíàëîâ ïðåäúÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà èíäåêñà � îñ-

íîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû:

Òåîðåìà 1.6. Èíäåêñ ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà (1.1) ðàâåí

indγ−,γ+

D =
1

24π2
τS∗M

(
(σ−1dσ)3

)
+ ηγ+(σ+

c )− ηγ−(σ−
c )+

+
1

4π2i
τS1×R

(
i

2
σ−1
− ∂ξσ−σ

−1
− ∂xσ− + σ−1

− σm−1,−

)
−

− 1

4π2i
τS1×R

(
i

2
σ−1
+ ∂ξσ+σ

−1
+ ∂xσ+ + σ−1

+ σm−1,+

)
, (1.4)

ãäå σ± = σ̃m(σ
±
c ) � ãëàâíûå ñèìâîëû ñåìåéñòâ ñ ïàðàìåòðîì σ±

c , à σm−1,± � êîìïîíåíòû

ñòåïåíè m− 1 ïîëíûõ ñèìâîëîâ ñåìåéñòâ ñ ïàðàìåòðîì σ±
c .

1.2 Ýòà-èíâàðèàíòû äëÿ îïåðàòîðîâ ñ ïàðàìåòðîì, àññîöèèðîâàí-

íûõ ñ äåéñòâèåì äèñêðåòíîé ãðóïïû

Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ýòà-èíâàðèàíòû äëÿ êëàññà íåëîêàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ïàðà-

ìåòðîì, àññîöèèðîâàííûõ ñ èçîìåòðè÷åñêèì äåéñòâèåì äèñêðåòíîé ãðóïïû ñòåïåííîãî ðî-

ñòà íà ãëàäêîì çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè. Ýòà-èíâàðèàíò îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåãóëÿðèçàöèÿ

÷èñëà âðàùåíèÿ. Ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ âàðèàöèè ýòà-èíâàðèàíòà ïðè èçìåíåíèè îïåðàòî-

ðà � îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû îñíîâàíû íà èññëåäîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ

ðàçëîæåíèé ñëåäîâ íåëîêàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ïàðàìåòðîì è îáîáùàþò ðåçóëüòàòû èç [2].

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â ñòàòüå [3].

ÏóñòüX � ãëàäêîå çàìêíóòîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, à Γ� ïîäãðóïïà ãðóïïû èçî-

ìåòðèé ìíîãîîáðàçèÿ X. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Γ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïîëèíîìèàëüíîãî

ðîñòà â ñìûñëå Ãðîìîâà.

×åðåç Ψp(X) =
⋃

m∈ZΨ
m
p (X) îáîçíà÷èì àëãåáðó êëàññè÷åñêèõ ïñåâäîäèôôåðåíöè-

àëüíûõ îïåðàòîðîâ (ÏÄÎ) ñ ïàðàìåòðîì p ∈ R, ôèëüòðîâàííóþ ïîðÿäêàìè.

×åðåç Φm
p (X,Γ) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðîâ ñ ïàðàìåòðîì

D(p) =
∑

(γ,k)∈Γ×Z

Dγ,k(p)Tγe
2πikp : C∞(X) −→ C∞(X), (1.5)

ãäå Dγ,k ∈ Ψm
p (X), à Tγu(x, p) = u(γ−1(x), p) � ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Γ îïåðàòîðàìè

ñäâèãà, èíäóöèðîâàííîå äåéñòâèåì íà X. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå Φp(X,Γ) =
⋃

m∈ZΦ
m
p (X,Γ).

Äåéñòâèå ãðóïïû Γ íàX ïðîäîëæàåòñÿ äî äåéñòâèÿ ãðóïïû íà àëãåáðå C∞(
S(T ∗X⊕

R)× S1
)
, ãäå S(T ∗X ⊕R) � ñôåðè÷åñêîå ðàññëîåíèå âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ T ∗X ⊕R, àâ-

òîìîðôèçìàìè. Óêàçàííîìó äåéñòâèþ ñîïîñòàâèì ãëàäêîå ñêðåùåííîå ïðîèçâåäåíèå, îáî-

çíà÷àåìîå ÷åðåç C∞(
S(T ∗X ⊕ R) × S1

)
⋊ Γ. Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíòàìè ãëàäêîãî ñêðå-

ùåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè f(γ) íà ãðóïïå Γ ñî çíà÷åíèÿìè â àëãåáðå



C∞(
S(T ∗X ⊕ R) × S1

)
, êîòîðûå áûñòðî óáûâàþò, à èìåííî, äëÿ ëþáîé ïîëóíîðìû ∥ · ∥j

íà àëãåáðå C∞(
S(T ∗X ⊕ R) × S1

)
è ÷èñëà N > 1 ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà CN,j, ÷òî

âûïîëíåíà îöåíêà

∥f(γ)∥j ⩽ CN,j(1 + |γ|)−N .

Îïðåäåëåíèå 1.7. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

σpr : Φ
m
p (X,Γ) −→ C∞(

S(T ∗X ⊕ R)× S1
)
⋊ Γ,

D(p) =
∑

(γ,k)∈Γ×Z

Dγ,k(p)Tγe
2πikp 7−→ σpr(D(p))(γ) =

∑
k∈Z

σpr(Dγ,k)(x, ξ, p)z
k, (1.6)

ãäå σpr : Ψ
m
p (X) → C∞(S(T ∗X ⊕ R)) � îòîáðàæåíèå âçÿòèÿ ãëàâíîãî ñèìâîëà ñåìåéñòâà

ñ ïàðàìåòðîì, à z = eiφ. Ôóíêöèÿ σpr(D(p))(γ) ∈ C∞(
S(T ∗X ⊕ R) × S1

)
⋊ Γ íàçûâàåòñÿ

ãëàâíûì ñèìâîëîì îïåðàòîðà ñ ïàðàìåòðîì D(p).

Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé êðèòåðèé îáðàòèìîñòè.

Çàìå÷àíèå 1.8. Ñåìåéñòâî (1.5) èìååò îáðàòíîå ñåìåéñòâî

D(p)−1 ∈ Φm
p (X,Γ)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ýëëèïòè÷íî (ò.å. ñóùåñòâóåò îáðàòíûé ãëàâíûé ñèìâîë

σpr(D(p))−1 ∈ C∞(
S(T ∗X ⊕ R)× S1

)
⋊ Γ) è ñåìåéñòâî D(p) : Hs(X) → Hs−m(X) îáðàòèìî

ïðè âñåõ p ∈ R. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîëíûé ñèìâîë ñåìåéñòâà (1.5).

Äëÿ èçîìåòðèè γ : X → X, γ ∈ Γ, ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê, îáîçíà÷àåìîå

÷åðåç Xγ, ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì â X êîðàçìåðíîñòè ν. Áîëåå òîãî, â îêðåñò-

íîñòè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè m ∈ Xγ ìîæíî âûáðàòü òàêèå ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû (x′, x′′),

÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå Xγ ëîêàëüíî îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè x′ = 0, à äèôôåîìîðôèçì

γ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

γ(x′, x′′) = (gx′, x′′),

ãäå îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà g ∈ O(ν) íå èìååò ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ðàâíîãî åäèíèöå.

Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êîîðäèíàòàõ x′ îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà g èìååò êàíîíè÷åñêèé

âèä, ò.å. ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìóþ ñóììó âðàùåíèé â äâóìåðíûõ ïëîñêîñòÿõ íà óãëû

φj ∈ (0, π) ∪ (π, 2π) è r îäíîìåðíûõ îòðàæåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 1.9. Ïóñòü γ ∈ Γ, D ∈ Ψk
p(X), k < − dimX. Òîãäà îïåðàòîð TγD ÿâëÿ-

åòñÿ ÿäåðíûì è åãî ñëåä èìååò àñèìïòîòèêó

tr(TγD(p)) ∼ pk+n−ν
(
c±0 + c±1 p

−1 +· · ·
)

ïðè p → ±∞,

êîòîðóþ ìîæíî äèôôåðåíöèðîâàòü.

Îïðåäåëèì ðåãóëÿðèçîâàííûé ñëåä TR è ðåãóëÿðèçîâàííûé èíòåãðàë
�
àíàëîãè÷íî

[2, �5 è �6]. ×åðåç Tr: Φp(X,Γ) → C îáîçíà÷èì ôóíêöèîíàë, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé

TrD
def
=

 
R
TRD(p)dp.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.9 ñëåäóåò, ÷òî ñëåä Tr êîððåêòíî îïðåäåëåí.



Îïðåäåëåíèå 1.10. Ïóñòü D(p) ∈ Φm
p (X,Γ) � îáðàòèìûé ýëåìåíò, ò.å. ñóùåñòâóåò îáðàò-

íûé ýëåìåíò D−1(p) ∈ Φ−m
p (X,Γ). Òîãäà ÷èñëî

η(D)
def
=

1

2πi
Tr

(
D−1∂pD

)
(1.7)

íàçûâàåòñÿ η-èíâàðèàíòîì ýëåìåíòà D(p).

Òåîðåìà 1.11 (Ñâîéñòâà η-èíâàðèàíòà).

1) η-èíâàðèàíò (1.7) óäîâëåòâîðÿåò ëîãàðèôìè÷åñêîìó ñâîéñòâó:

η(AB) = η(A) + η(B)

äëÿ ëþáûõ îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ A,B ∈ Φp(X,Γ);

2) η-èíâàðèàíò (1.7) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì η-èíâàðèàíòà Ìåëüðîóçà, à èìåííî, åñëè

D(p) ∈ Ψp(X) � îáðàòèìûé ÏÄÎ ñ ïàðàìåòðîì, òî

η(D) =
1

2πi

 
R

(� p

0

� pl−1

0

· · ·
� p1

0

tr
(
(∂q)

l (D−1∂qD
))

dqdp1 . . . dpl−1

)
dp.

3) Ôîðìàëüíûé ñëåä T̃r
def
= Tr ◦∂p ÿâëÿåòñÿ ñëåäîì íà àëãåáðå Φp(X,Γ), ò.å. T̃r(AB) =

T̃r(BA);

4) Ïóñòü Dt(p) ∈ Φm
p (X,Γ), t ∈ [0, 1] � ãëàäêàÿ ãîìîòîïèÿ ñåìåéñòâ îáðàòèìûõ îïåðà-

òîðîâ ñ ïàðàìåòðîì. Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ η-èíâàðèàíòà ñåìåéñòâà Dt ïî ïàðàìåòðó

t ðàâíà

∂tη(Dt) =
1

2πi
T̃r

(
D−1

t ∂tDt

)
. (1.8)

Äëÿ ôîðìàëüíîãî ñèìâîëà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà â òåðìèíàõ ïîëíîãî

ñèìâîëà ñîîòâåòñòâóþùåãî ñåìåéñòâà � îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû.

Òåîðåìà 1.12. Äëÿ îïåðàòîðà ñ ïàðàìåòðîì D(p) èìååò ìåñòî âûðàæåíèå

T̃r
(
TγD(p)

)
=

(2π)ν−n

2ν
∏

j sin
2(φj/2)

�
T ∗Xγ

[
ePσ(D)(0, x′′, 0, ξ′′, p)

]
−n+ν

∣∣∣∣∣
p=1

p=−1

ω′′(n−ν)

(n− ν)!
,

ãäå P = i
(
(g−1)−1∂ξ′ , ∂x′

)
� äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà, ω′′ =

∑
j dx

′′
j ∧

dξ′′j � ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà íà T ∗Xγ. Äàëåå, èìååì

T̃r
(
TγD(p)e2πikp

)
= 0 äëÿ âñåõ k ̸= 0.
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