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1 Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Â ýòîì ãîäó áûëî ïðîäëæåíî èññëåäîâàíèå η-èíâàðèàíòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ îïåðàòîðîâ. Ïîëüçó-
ÿñü ïîäõîäîìÌåëüðîóçà [9], êîòîðûé îïðåäåëèë η-èíâàðèàíò êàê ðåãóëÿðèçàöèþ ÷èñëà âðàùåíèÿ ýëëèïòè-
÷åñêîãî ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà (ÏÄÎ) ñ ïàðàìåòðîì (ñì. [1,5]), ìû ïîñòðîèëè η-èíâàðèàíò
äëÿ êðàåâûõ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðîì [1] è èññëåäîâàëè åãî ñâîéñòâà. Áîëåå òî÷íî, ÷èñëî âðàùåíèÿ îáðàòèìîãî
ýëëèïòè÷åñêîãî ÏÄÎ ñ ïàðàìåòðîì D(p), p ∈ R, ôîðìàëüíî âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
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ãäå ñëåä ñóùåñòâóåò òîëüêî äëÿ îïåðàòîðîâ ñèëüíî îòðèöàòåëüíîãî ïîðÿäêà, à èíòåãðàë ìîæåò ðàñõî-
äèòüñÿ. Ïîýòîìó ïîñòðîåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåãóëÿðèçàöèé èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü ïðè èññëåäîâàíèè η-
èíâàðèàíòà. Â ñëó÷àå êðàåâûõ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðîì ðåãóëÿðèçàöèÿ ñëåäà ïîäðàçóìåâàåò ïîëó÷åíèå àñèìï-
òîòèêè íà áåñêîíå÷íîñòè ñëåäà êîìïîçèöèé îáðàòèìûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðîì � îñíîâíîé òåõíè÷å-
ñêèé ðåçóëüòàò ðàáîòû (ñì. òåîðåìó 1 íèæå).

Íàïîìíèì, ÷òî êðàåâîé çàäà÷åé ñ ïàðàìåòðîì íà ãëàäêîì êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè M ñ êðàåì ∂M
íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð âèäà

A(p) =

 D(p)

i∗B(p)

 : C∞(M,E) −→
C∞(M,F )

⊕
C∞(∂M,G),

(1)

ãäå D(p) è B(p) � ÏÄÎ ñ ïàðàìåòðîì ïîðÿäêîâ m è b, ñîîòâåòñòâåííî, i∗ : C∞(M,E) → C∞(∂M,E|∂M )
� îïåðàòîð ñóæåíèÿ ñå÷åíèé íà êðàé, èíäóöèðîâàííûé âëîæåíèåì i : ∂M ↪→ M , E è F � êîìïëåêñíûå
âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ íàM , àG� êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íà ∂M . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êðàåâàÿ
çàäà÷à (1) èìååò òèï d ∈ Z, åñëè Bk(p) = 0 ïðè âñåõ k ⩾ d, ò.å. òèï ðàâåí ìàêñèìàëüíîìó ïîðÿäêó
íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé â êðàåâûõ óñëîâèÿõ ïëþñ îäèí. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òèï d ⩽ ordD(p).

Ôèêñèðóåì ÷èñëà m0, b0 è d0. ×åðåç Ψp(M) îáîçíà÷èì àëãåáðó îïåðàòîðîâ ñ ïàðàìåòðîì

D(p) :
C∞(M,F )

⊕
C∞(∂M,G)

−→
C∞(M,F )

⊕
C∞(∂M,G),

ìóëüòèïëèêàòèâíî ïîðîæä¼ííóþ êîìïîçèöèÿìè âèäà D1(p)D0(p)
−1, ãäå ìíîæèòåëè � êðàåâûå çàäà÷è ñ

ïàðàìåòðîì

D0(p),D1(p) : C
∞(M,E) −→

C∞(M,F )
⊕

C∞(∂M,G),

ïðè÷¼ì çàäà÷à D0(p) èìååò ïîðÿäêè (m0, b0) è òèï d0 è ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé è îáðàòèìîé ïðè âñåõ
p ∈ R, à çàäà÷à D1(p) èìååò ïîðÿäêè (m1, b1) è òèï d1, ïîä÷èí¼ííûå íåðàâåíñòâàì

m1 ⩽ m0, b1 ⩽ b0, d1 ⩽ d0.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî àëãåáðà Ψp(M) ñîñòîèò èç ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ïðîèçâåäåíèé âèäà

N∏
j=1

DjD−1
0j ,

ãäå ïîðÿäêè è òèï îïåðàòîðîâ ñ ïàðàìåòðîì Dj óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

mj ⩽ m0, bj ⩽ b0, dj ⩽ d0 ∀j ⩾ 1, (2)

à çàäà÷è D0j ÿâëÿþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè ñ ïàðàìåòðîì è èìåþò ïîðÿäêè (m0, b0) è òèï d0.



Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ

D(p) =

N∏
j=1

Dj(p)D0j(p)
−1

âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (2) è íåðàâåíñòâà

m1 −m0 + k < −dimM, b1 − b0 + k < −dimM + 1, ãäå k =

N∑
j=2

max(mj −m0, bj − b0).

Òîãäà ñåìåéñòâî D(p) ñîñòîèò èç ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ (ò.å. îïåðàòîðîâ, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ñëåä)
è äëÿ ñëåäà ñåìåéñòâà ñóùåñòâóåò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ïðè p → ±∞ âèäà

trD(p) ∼ pℓ
∑
j⩽0

c±j p
j , ãäå ℓ = max(m1 −m0 + k + dimM, b1 − b0 + k + dimM − 1),

ïðè÷¼ì ðàçëîæåíèå ìîæíî äèôôåðåíöèðîâàòü ïî ïàðàìåòðó ëþáîå ÷èñëî ðàç.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà çàäåéñòâóåò àïïàðàò êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ÏÄÎ [3,7] (ñì. òàêæå [6,8]) è
ñîñòîèò â ñâåäåíèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ÏÄÎ ñ ïàðàìåòðîì ê êðàåâûì çàäà÷àì äëÿ ÏÄÎ (áåç ïàðàìåòðà)
íà öèëèíäðå.

Òåïåðü îïðåäåëèì ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ ñëåäà è èíòåãðàëà. Ââåä¼ì ïðîñòðàíñòâî Sas(R), ñîñòîÿùåå èç
ôóíêöèé f(p) ∈ C∞(R), èìåþùèõ àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå

f(p) ∼
∑
i⩽N

c±i p
i +

∑
0⩽j⩽N

d±j p
j ln |p| ïðè p → ±∞,

ãäå N > 0 � íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî, à c±j , d
±
j ∈ C. Ïðè÷¼ì ýòî ðàçëîæåíèå ìîæíî äèôôåðåíöèðîâàòü

ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ðàç. ×åðåç P ⊂ Sas(R) îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ðåãóëÿðèçîâàííûì ñëåäîì áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèîíàë

TR: Ψp(M) −→ Sas(R)/P,

(TRD)(p) =

� p

0

� qℓ−1

0

· · ·
� q1

0

tr
(
∂ℓ
qD(q)

)
dqdq1 . . . dqℓ−1,

ãäå
ℓ ⩾ max(m1 −m0 + k + dimM + 1, b1 − b0 + k + dimM).

Îïðåäåëèì ðåãóëÿðèçîâàííûé èíòåãðàë
 
R
: Sas(R)/P −→ C,

 
R
f(p)dp = c0,

ãäå c0 � ïîñòîÿííûé ÷ëåí â àñèìïòîòè÷åñêîì ðàçëîæåíèè èíòåãðàëà

� T

−T

f(p)dp ∼
∑
j⩽N

cjT
j +

∑
0⩽j⩽N

djT
j lnT ïðè T → +∞,

ãäå N > 0 � íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî, à cj , dj ∈ C.
Äëÿ êðàòêîñòè ââåä¼ì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå äëÿ êîìïîçèöèè ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñëåäà è èíòåãðàëà:

Tr
def
=

 
R
◦TR .

Îïðåäåëåíèå 2. η-èíâàðèàíòîì êðàåâîé çàäà÷è D(p) ∈ Ψp(M) ñ ïàðàìåòðîì íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

η
(
D(p)

)
=

1

2πi
Tr

(
∂pD(p)D(p)−1

)
∈ C.

Óñòàíîâèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà η-èíâàðèàíòà.

Òåîðåìà 2.

1. (Ëîãàðèôìè÷åñêîå ñâîéñòâî). Ðàññìîòðèì îáðàòèìûå ýëëèïòè÷åñêèå çàäà÷è ñ ïàðàìåòðîì

D(p) =

 D0(p)

i∗B0(p)

 , D̃(p) =

 D̃0(p)

i∗B̃0(p)

 : C∞(M,E) −→
C∞(M,F )

⊕
C∞(∂M,G),



ãäå ordD0 = ord D̃0, ordB0 = ord B̃0 è òèïB0 = òèï B̃0. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

η
(
D
)
− η

(
D̃
)
= η

(
DD̃−1

)
;

2. (Ôîðìàëüíûé ñëåä). Îòîáðàæåíèå

T̃r : Ψp(M) −→ C,
D(p) 7−→Tr

(
∂pD(p)

)
,

íàçûâàåìîå ôîðìàëüíûì ñëåäîì, ÿâëÿåòñÿ ñëåäîì íà àëãåáðå Ψp(M), ò.å. T̃r(AB) = T̃r(BA) äëÿ âñåõ
ýëåìåíòîâ A,B ∈ Ψp(M). Ôîðìàëüíûé ñëåä ìîæåò áûòü ÿâíî âû÷èñëåí;

3. (Âàðèàöèÿ η-èíâàðèàíòà). Ïóñòü Dt(p), t ∈ [0, 1], åñòü ãëàäêàÿ ãîìîòîïèÿ îáðàòèìûõ ýëëèïòè-
÷åñêèõ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðîì. Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ η-èíâàðèàíòà ïî ïàðàìåòðó t ðàâíà

∂tη(Dt) =
1

2πi
T̃r

(
D−1

t ∂tDt

)
.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîñòðîåííûé òàêèì îáðàçîì η-èíâàðèàíò áóäåò ó÷àñòâîâàòü â ôîðìóëàõ èíäåêñà
íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñ öèëèíäðè÷åñêèìè êîíöàìè è íà îáëàñòÿõ ñ óãëîâûìè òî÷êàìè íà ãðàíèöå (ñì. [2]).
Òàêæå ê èññëåäîâàíèþ η-èíâàðèàíòà êðàåâûõ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðîì ïðèâîäèò ïðîáëåìà èíäåêñà íåêîòîðûõ
íåëîêàëüíûõ çàäà÷ (ñì. [4]).

2 Îïóáëèêîâàííûå è ïîäàííûå â ïå÷àòü ðàáîòû.

Ïîäàíû â ïå÷àòü 2 ðàáîòû:

1. Savin A.Yu., Zhuikov K.N. Eta-invariant for Parameter-Dependent Boundary Value Problems.Mathematical
Notes � in print.

2. Æóéêîâ Ê.Í., Ñàâèí À.Þ. Ýòà-èíâàðèàíò ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðîì. Ñîâðåìåííàÿ
ìàòåìàòèêà. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ íàïðàâëåíèÿ. � ïðèíÿòà ê ïå÷àòè.
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ÐÓÄÍ.

4 Ðàáîòà â íàó÷íûõ öåíòðàõ è ìåæäóíàðîäíûõ ãðóïïàõ.
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5 Ïåäàãîãè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü.

Â êà÷åñòâå àññèñòåíòà Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Ñ.Ì. Íèêîëüñêîãî ÐÓÄÍ âåë ñåìèíàðñêèå çà-
íÿòèÿ ïî äèñöèïëèíàì:

1) Ëèíåéíàÿ àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ, íàïðàâëåíèå ¾Ìàòåìàòèêà¿, 1 êóðñ;

2) Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç, íàïðàâëåíèå ¾Ìàòåìàòèêà¿, 2 êóðñ;

3) Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, íàïðàâëåíèå ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà¿, 2 êóðñ;

4) Ìåòîäû îïòèìèçàöèè, íàïðàâëåíèå ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà¿, 4 êóðñ;

5) Mathematics (íà àíãëèéñêîì ÿçûêå), íàïðàâëåíèå ¾Ñòîìàòîëîãèÿ¿, 1 êóðñ.
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